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1 875 Th. 



Eu publiant ces leçons sur l'analyse infinitésimale, je ne eèile 
pas à Tambriion iraccroitrc la liste des ouvrages excellents que Ton 
possède sur ce sujet ; mon but est simplement de faciliter la tache 
des élèves ipii suivent mes leçons, en mettant entre leurs mains un 
manuel ré<ligé d'après les meilleures sources, el approprié à leurs 
besoins. 

Une diÛîcnlié particulière a influé sur la Cf»mposihon de cet écril, 

« 

qui s'atln^sse à deux caléjçories d'élèves a^î^^ez inégalement préparés, 
el poursuivan! des buis fort diiïérents. Les uns, c'est le grand 
nombre, fréquentent les cours des Ecoles spéciales attachées à TUni- 
vorsité, pour se préparer à la carrière d'ingénieur et en obtenir le 
dif)l6me: les autres, qui d'ordinaire se destinent à renseignement, 
ont à subir les épreuves plus élevées du doctorat en sciences piiysi- 
'pK's et mathémati(|ucs. Pour les premiers, l'analyse est avant tout 
un insfrumenf, indispensable il est vrai. i)Our résoudre les problèmes 
:|ue la mécanique pure ou a|»pli(juée, la construction, etc., vont 
leur offrir bientôt après : la durée très-limitée des étuiles ne permet 
pas de s'écarter de ce point de vue spécial, et oblige à élaguer des 
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leçons tous les détails qui ne s'y rapportent pas. Quant aux élèves 
de la seconde catégorie, pour qui la science pure est le but, ils 
réclament un enseignement à la fois plus étendu, plus approfondi, 
et qui les initie davantage à Tart si dillicile des transformations 
analytiques. 

Cette difficulté, je ne me flatte pas de l'avoir surmontée, mais j'y 
ai employé tous mes efforts. J'ai condensé dans ce volume, formant 
la partie élémentaire du cours, les notions de calcul différenliel et 
de calcul intégral qui sont la base nécessaire de la science de l'ingé- 
nieur, en sorte que le cadre de cet ouvrage correspondît assez exacte- 

9 

ment à celui de nos Ecoles spéciales^ mais je n'ai pas cru pouvoir, 
sans manquer à la seconde destination de cet écrit, faciliter les 
abords de la science aux dépens de sa solidité, et, tout en restant 
élémentaire, j'ai fait ce que j'ai pu pour ne point sacrifier la rigueur 
dans l'exposition des principes fondamentaux. Quant aux tbéories 
analytiques plus élevées ou d'une application moins immédiate, telles 
que celles de la courbure des surfaces, des intégrales définies, des 
fonctions d'une variable imaginaire, j'espère en faire la matière d'un 
second volume où l'intégration des équations recevra les com- 
pléments nécessaires, et qui s'adressera exclusivement aux élèves 
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du doctorat en sciences. Ce plan, semblable à celui qu'a adopté 
M. Scblômilch, offre un autre avantage : il permet d'utiliser dans 
l'étude de certaines théories, ordinairement rattachées au calcul 
différentiel, les ressources du calcul intégral, et d'arriver ainsi à plus 
de simplicité et à plus de rigueur. J'ai dti cependant donner place, 
dans ce premier volume, ù certains développements, tels que ceux 
qui concernent les points singuliers, les courbes à double cour- 
bure, etc., quoiqu'ils ne fissent pas partie de l'enseignement donné 
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aux élèves ingénieurs, parce qu'ils offraient une liaison trop étroite 
avec le texte, ou irop peu d'étendue pour former la matière d'un 
chapitre spécial dans le volume suivant. 

Telle est l'explication, et au besoin Texcuse, d'un défaut de pro- 
portions que Ton ne peut manquer d'observer entre les diverses 
parties de cet écrit. 

i\'ayant pas en vue de produire une (euvre originale, j'ai mis 
largement à contribution les ouvrages didactiques et les m''»moires 
publiés sur le sujet qui m'occupait. Je ne puis citer tous ceux que j'ai 
consultés, mais je signale comme m'ayant parïîo»:!ierement guidé 
les immortels travaux de Caucliy, les excellents Éléments de calcul 
infinUcsimal de M. Duhamel, le grand Traité de calcul différentiel 
et de calcul intégral de M. Bertrand, le cours de M. Serret, le 
Compendium der hoheren Ànah/sis de AI. Schlomiich, le Treatise on 
differcntial équations de M. Boole, les ouvrages de MM. Moigno, 
Catalan, A. de Morgan, Ilaton de la Goupillière. 

Convaincu, par une expérience de tous les jours, que l'élève ne 
peut posséder une théorie s'il ne l'a appliquée, vérifiée, éclairée 
par des exemples multipliés, j'ai terminé chaque chapitre par des 
questions nombreuses et choisies, dont les solutions ont été indi- 
quées. J'ai puisé principalement, pour cette partie importante de 
mon travail, dans les recueils spéciaux de MM. Frenet, Schlomiich, 
Sohncke, Brahy, dans le Cours complémentaire de M. Vieille, dans 
les publications périodiques et dans mes propres notes. 



Les Écoles spéciales de l'Université catholique doivent beaucoup à 

« 

Monseigneur Laforêt, le chef aimé que Dieu vient de nous reprendre : 
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il en avait fait Fœuvre choisie de son rectorat. Sa liante inteHigence, 
son active sollicitude, sa douce et prudente initiative, les ont rapide- 
ment amenées au degré de prospérité où nous les voyons aujour- 
d'hui. Qu'il me soit permis de déposer mon humhle travail, comme 
un hommage de ma filiale affection et de mes impérissables regrets, 
sur cette tombe prématurément ouverte, où viennent de s'abîmer 
tant de force, tant de lumières et tant d'espérances ! 

Louvain, le 4 février 1872. 

Pli. Gilbert. 
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INTRODUCTION. 



^ 1. PROPOSITIONS D'r.N ISA(,E l'Kl^lQLKNT. 

1 . Soîcnl a, h doux quantilcs positives ou ncgalivcs : nous disons 
que a est plm ijrand ou plu^ pelil que b, suiviinl que la difFérenec a — h 
est positive ou négati\e, et nous éerivons, dans le premier cas, 

dans le second , 

a <^ h. 

Il suit de là que toute quantité positive est > 0, toute quantité néga- 
tive <0; de deux quantités positives, la plus grande est celle dont la 
valeur numérique est la plus considérable; le contraire a lieu pour 
deux quantités négatives. 

On dit qu'une quantité k est moyenne entro plusieurs quantités don- 
nées, lorsqu'elle est comprise entre la plus petite et la plus grande de 
celles-ci, ou lorsque les différences 

g — k, k-'h, 

sont de même signe, g et h désignant Tun la plus grande, l'autre la plus 



\ 
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petite des quantités données. La moyenne entre plusieurs quantités 
a, a\ a"...., se désigne par la notation. 

M(tt, a', a"....). 

Théorème I. -^ — Soient a, a', a"...., des quantités de signes quelcon- 
ques; 6, 6', 6".... rfes quajitités de même signe, en nombre égal aux 
précédentes. L'on aura 

a-v-a'-^a'' -i — m /^ "' "" \ 

Soient, en effet, g le plus grand, A le plus petit des rapports 

-7' iT' tt;' •... Les différences 
6 6 6' 

a a' o , a' 



étant de même signe, si Ton multiplie les termes de ehacune de ces 
deux suites respectivement par 6,6',6'',.«»»j Von aura encore les quantités 
de même signe 

6gf — a, h'g — a\ ; 

a — 6A, a' — 6'A, 

Faisant la somme des termes de chaque suite ^ et la divisant par 
5 ^ 6' -I- 6" H- • • • • , on verra que les quotients 

a -♦- a' -♦- a" -*- • • • a -h a' -t- o" -4- • • • . 
fl'""6-t-6'-H6"4-...' 6 + 6'-t-6"-f-..."" ' 

sont encore de même signe, ce qui démontre la proposition. 

Corollaires, i*» Supposant 6= 6'= 6"= •••=!, désignant par w le 
nombre des quantités a, a', a",..., on a 

a-Ha'-*-a"-H-- __, , „ . 

=M(a,a, a ,...). 

n 

2° Si dans le Théorème I Ton remplace a, o', o",.««> respectivement 
par a6, a'6', a"6",..., ce qui est permis, on en tire 

a6-*-a'6'-+-o"6"-+-... = (64-6'-4-6"4-..-)M(a, a', o",...). 

La somme des produits a6, a'6',... est donc égale à la somme des facteurs 
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de même signe b, h\ &",... > multipliée par une moyenne entre les 
autres facteurs a, a\ a",.*** 

9. Théorème IL — Soient 

a a' o" 



6' 6'' 6"' 

une suite de rapports égaux; m, m', m'*,..., des quantités quelconques. 
On aura les égalités 

a o' tt" a -♦- a' -+-o"-t- ••• ma h- m'a' + m"a"-*- ••• 

b~V~V' 6 -1-6' -1-6" -^ ... "" w6 -^ w'6' + w"6"-i- — 

j/o* -f- a'* H- a"* -♦- ••• 

Posons en effet 

it — ^ — - — — — 

d'où 

(A) a = kb, a' = W, o" = it6",....; 

ajoutant membre à membre ces égalités, nous aurons 

a •\' a' -¥- a" -+-••• =ïfc(6 4- 6' -i- 6" h-»»*)» 

d'où enfin 

a -♦- o' -♦- o'' -!-••• , 

6 -I- 6' H- 6" -*-••• 

Si, avant d'ajouter ces équations (A), on les multiplie respectivement 
par les facteurs m, m', m",...., on aura de même 



ma -*- m'a' -*- w"a" -*-••• 



= k. 



mb H- m'6' -♦- m"6" h- • 

Enfin, si l'on ajoute ces mêmes équations (A) après les avoir élevées 
au carré, on obtient 

a« -». a'« -4- a"« +...=*« (6« -i- 6'* + 6"« 4-...)» 
d'où 



it=:±: 



/a« -4- a'« 4- a"« 



• • • 



1/6*4-6'* 4-6"» 4-... 
ce qui achève de démontrer les relations proposées. 
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3. Théorème IIL — Soient a, a', a",...; 6, 6', 6",..., rfewx swire* cowi- 
posées dun même nombre de quantités; on a toujours 

(a«-4-a'«-t- o"* -t-...)(6* -^ 6'* -*- 6"* -+-•.) — (a6 -+- a'6'-t- a"6"+ .-)* = 
=» {aV — 6a')* -^ (a6" — 6o")* -*- (a'6" — 6'o")* + • • • 

Il suffit de développer le carré {a6 -4-a'6'-4-a"6" h )*, et de lu 

ajouter la somme de carrés 

(ah' — 6a')' + (a6" — 6o")' + (a'6" — 6'a'7 -h ... ; 

tous les doubles produits 2a6a'6', 2a6a"6",-..; — 2tt6a'6', — 2a6a"6'S-. 
se détruisent. Groupant ensuite les termes en a*, en a'*, etc., on trouve 

a«(6« -t- 6'« -4- 6"« -4- ...) H- a'«(6'« -4- 6* -t- 6"* + •) -*-•••, 

ou simplement 

(a« + a'« -♦- a"« -4- ...) (6* + 6'* -h 6"* -4- .•). 

ce qui démontre la formule proposée. 

§ 2. Des quantités imaginaires et de leur usage. 

4k, On appelle quantité ou expression imaginaire toute expression d 
la forme 

a + pj/znr, 

a et p désignant deux quantités réelles quelconques. Une telle expressio 
n'a par elle-même aucun sens, et ne représente rien ; mais à l'aide de 
conventions dont nous allons parler, on peut introduire ces sortes d 
symboles dans l'analyse, raisonner rigoureusement sur eux comme sur d 
véritables quantités, et abréger ainsi les calculs. 

Conventions, i^ Deux expressions imaginaires sont dites égales, quan 

les parties réelles d'une part, les coefficients de j/ — 1 de l'autre, soi 
respectivement égaux dans ces deux expressions ; en sorte que l'équatio 

a -4- (3 i/C:^ = a' H- (3'(/^ 
ne signifie rien autre chose que les deux égalités 

a = a', (3 = j3'. 
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En d'autres termes, toute équation imaginaire est la représentation 
symbolique de deux équations entre quantités réelles. 

2° Lorsque, dans l'expression a-t-p^/ — 1, ^ se réduit à zéro, on 
admet que l'expression elle-même se réduit à a; par là, les quantités 
réelles sont renfermées comme cas particuliers dans les imaginaires. 

5° Vaddltîon, la soustraction ^ la multiplication s'effectuent sur les 
imaginaires d'après les mêmes règles que sur les quantités réelles^ en 

convenant de traiter ^/ — i comme une quantité réelle dont le carré 
serait — i. Par exemple, si l'on développe d'après cette convention le 

produit 

(cos a -*- [/ — 1 sin a) (cos 6 -♦- {/ — i sin 6), 
on obtient, comme il est facile de le vérifier. 



cos 



(a -H 6) -*- (/ — i sin (a h- b), 



et ce résultat s'exprime par l'équation imaginaire 

(cos a H- j/ — i sin a) (cos 6+^—1 sin 6) =cos(a4-6)-*-j/ — 1 sin (a-4-6) : 

d'après ce qui précède, cette équation signifie qu'après avoir développé 
le premier membre par la multiplication algébrique, on trouvera une 

partie réelle égale à cos (a + 6), et un coefficient de i/ — i égal à 
sin (a + 6). On renferme ainsi dans une seule équation les formules qui 
expriment cos(o-t-6), sin (a -+-6): premier exemple de l'utilité des 
imaginaires. 

4« Diviser une quantité imaginaire a -+- ^ ^/ — 1 , par une autre 

a'+(3'j/ — j, c'est en trouver une troisième qui, multipliée par la 
seconde, reproduise la première. 
S*» L'élévation aux puissances entières, fractionnaires, négatives, se 

définit encore comme pour les quantités réelles. Ainsi (a-H(3j/ — i)**,. 
m étant entier et positif, représente le produit de m facteurs égaux à 

(a 4- (3^ — 1); (a-*-(3|/— i)"*^ est le quotient de l'unité par coproduit; 
et ainsi de suite. 
G'^Deux quantités imaginaires sont conjuguées, lorsqu'elles ne diffèrent 
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que par le signe du coefiBcient de y — i ; telles sont 

Leur somme 2a, et leur produit a*-t- (3*, sont réels. 

5. La certitude des résultats auxquels on parvient par l'emploi des 
imaginaires repose sur ce principe : Si l'on combine entr'elles des quan- 
tités ou des équations imaginaires par addition, soustraction, multi- 
plication, comme si l'on opérait sur des quantités 7*éelles, suivant /es 
conventions ci-dessus, les équations ainsi obtenues seront toujours rigou- 
reusement exactes, dans le sens que nous attachons à l'égalité des quantités 
imaginaires; c'est-à-dire que chacune se dédoublera en deux équations 
réelles. 

En effet, dans les quantités ou équations quMl s'agit de combiner, 

remplaçons d'abord [/ — i par un facteur réel indéterminé 1, puis 
faisons les opérations indiquées. Les équations résultantes étant évidem- 
ment exactes quelque soit A, les coefficients des mêmes puissances de X 
seront égaux dans les deux membres de chacune d'elles; cette égalité des 
coefficients subsistera, même si Ton remplace A par une expression 
quelconque; par exemple, si Ton substitue à 

A, A , A , A , A ,•••• 

respectivement 

j/— i, —1, — j/— i, -♦-i, -*-j/--i, etc.. 

Or, on a ainsi le résultat même auquel on serait arrivé en laissant 

partout (/ — i au lieu de i, et opérant comme si |/ — i était une 
quantité réelle dont le carré soit égal à — 1. Dono enfin, dans les 

équations obtenues par ce procédé, les parties indépendantes de y — i 
sont égales dans les deux membres, comme aussi les coefficients de 

j/^. C. Q. F. D. 

On voit que le symbole y — i ne joue ici que le rôle d'un simple 
flutil, servant h maintenir séparées, dans chaque équation imaginaire, 
les quantités qui doivent appartenir soit à l'une, soit à l'autre des deux 
égalités réelles. 

Il résulte aussi de ces raisonnements que les propriétés fondamentales 
des opérations primitives s'appliquent aux quantités imaginaires : ainsi, 
l'ordre des facteurs d'un produit est indifférent, etc. 
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6. Transformation des imaginaires. Une quantité imaginaire 
a+(3j/— T étant donnée, on peut toujours poser 

a -t- (3 1/ — I = r (cos -4- |/— i sin 9), 

r, 9 étant réels et r]> 0. En effet, cette équation équivaut à celles-ci : 

a = r cos , P = r sin 9, 
d'où 

r s=s |/a« H- (3*, cos = - » sin 9 = - ; 

r r 

et comme ces valeurs de sin 0, cos sont numériquement moindres que 
Funilé et vérifient IVgalilé 

sin* -I- cos* = 1, 

il existe un arc réel qui, avec la valeur trouvée pour r, satisfait à la 
question. Il en existe même une infinité, puisque Ton peut augmenter 
ou diminuer d'un nombre quelconque de circonférences sans changer 
sin ni cos 0. 

Considérons a, |3, comme les coordonnées rectangulaires d'un point du 
plan : r, seront les coordonnées polaires de ce point. On dit que r est le 

module, Yargument de la quantité imaginaire a-i-jB^ — 1 ; les équa- 
tions ci-dessus montrent que : 

i° L'égalité de deux imaginaires entraine celle de leurs modules; 

2" Toute quantité imaginaire qui a pour module zéro se réduit elle- 
même à zéro, et réciproquement, car les égalités 

a«^-P*n=0 et a = 0, ^ = 0, 

sont équivalentes. 

3" Une quantité réelle a pour module sa valeur numérique, et pour 
argument un nombre pair ou impair de fois n, selon qu'elle est positive 
ou négative; car si JB est nul, on a 

r = ^^, cos0 = db1, 

suivant que a> ou <^0. 

Il est souvent commode de mettre les imaginaires sous la forme 

r (cos -♦- ^ — i sin 0). 
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7. Addition. Soient r^^ r",.-« les modules; 0, 3', G'',... les arguments 
de plusieurs quantités imaginaires; R, T le module et l'argument de leur 
somme 

r(cos9H-|/— \ sin9) -♦-r'(cosO'H-|/ — i sin6') h 

Portons bout-à-bout, à partir de l'origine, des longueurs OA, AA', 
A' A",... égales à r, r\ r",... cl faisant respectivement avec Taxe des x 
positifs des angles G, G', G",..- L'extrémité de la dernière droite aura pour 
coordonnées polaires R et T. En effet, ses coordonnées rectangulaires sont 

r cos G -♦- r' cos G' h- r' cos G" -♦- • , 
rsin G -4- r'sin G' -♦- r"sin G" -i-'- 

Corollaire, Le module de la somme de plusieurs imaginaires est 
toujours plus petit que la somme de leurs modules. 

8. Multiplication et division. D'après la définition de la multiplication 
des quantités imaginaires, et la formule rappelée plus haut (4, d**), on a 
évidemment : 

r(cos9-^j/^^sinG)xr'(cosG' + j/^sinG')=r?''[cos(G-+-G')4-|/— i sin(04-e 



Multiplions les deux membres par une imaginaire r"(cos G"-*-j/ — i sin 0'% 
et appliquons la même formule, nous aurons de même 



r(cos G -*-|/^ sin G) X r(cos ^'-\-[/^ \ sin G') X ''" (cos G"-f |/^^sia 0") 



= rr'r" [cos (G + G' -h G") -^ /— i sin (G -h G'-+- G")], 

et ainsi de suite. Donc : 

Le produit de plusieurs quantités imaginaires est une nouvelle quan- 
tité imaginaire, qui a pour module le produit de leurs modules, et pour 
argument la somme de leurs arguments. 

Soit à diviser r (cos G + p/ — i sin G) par r'(cos G' -v- i/ — i sin G'), c i 
désignons par x le quotient : la définition de la division (4, 4**) nouî 
donne 

r (cos G + j/— 1 sin G) = x r'(cos G' -h j/— 1 sin G'). 

i 

Multiplions les deux membres de l'équation par - j puis par 

r 



cos 



G'— l/^^sin G'= cos (~ G') + (/— 1 sin (— G'), 



-^ 9 — 

en ayant égard à la règle ci-dcssus; il viendra ; 



r 



- [cos (9 — 0') -♦- j/— 1 sin (G — 0')] = x , 

doù 

r(cosG-Hi/"^4 sin 0) i- ,. ,, y — • . ,. 
. r(eosG'+/-1sinO') '* 

Ze quotient de deux imaginaires a pour module le quotient de leurs 
modules, et pour argument la différence de leurs arguments. 
Soient r=1, = 0, la formule devient 



^ = i(cos 0'- |/— i sin 9'). 



r(eosG'-4-pAITsinG') *' 



9. Elévation aux puissances. Pour élever r(cosO-*-j/ — 1 sin G) à la 
puissance m, m étant entier et positif, il suffit de supposer, dans la règle 
établie pour la multiplication des imaginaires, que les facteurs du produit 
soient égaux et en nombre 97i. On a 



[r(cos G -H j/ — \ sin 0)]'"= r*"(cos m9 -+- 1/ — \ sin mG). 
De mémo, comme 



[r (cos G -4- |/ — \ sin G)]-*» = 



[r (cos G -+- 1/^^ sin G)] 
1 



m 



r"* (cos wiG -4- (/ — 1 sin mO) 

on aura, d'après la remarque faite ci-dessus (8), 

j 

[r (cos G -H (/ — i sin G)]"»" = ~ (cos mG — |/ — 1 sin mG) 

= r" •" [cos (— mG) -*- (/ — 1 sin ( — mG)]. 

Cette formule est comprise dans la première, en admettant que le nombre 
»* puisse être positif ou négatif. 
Considérons les puissances fractionnaires. Elever r(cosG + |/ — IsinG) 

^^a puissance —, c'est trouver une quantité imaginaire p(cosÇH-|/ — 1 sin^) 
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qui, élevée à la puissance n, reproduise la première; ou qui satisfasse à 
réquation 

[p{cos Ç -*- 1/— i sin {)]" = r(cos -♦- 1/— i sin 0). 

D'après ce qui précède, le premier membre est égal à 

p'»(cos nÇ -♦- (/ — i sin wÇ), 
d'où les équations 

p»» == r, cos wÇ = cos 0, sin wÇ = sin 0, 
et par suite 

0-*-2A7r 



p = r'*, nÇ = -4- 2À:7r, $ = 



n 



k désignant un nombre- entier arbitraire^ positif ou négatif. On a donc 
enfin, en remplaçant p et Ç par leurs valeurs, 

/x r/ û / — r. mi- ~/^ + 2*77 / — - . 0H-2Â:7r\ 
(a) [r(cos0 4-(/ — \ sinQ)]" = r" ( cos \-y — i sm !• 

Portons sur la circonférence de rayon i, à partir du point A pris 

pour origine des arcs, un are AP égal à - ; puis, partant du point 

P, divisons la circonférence en n parties égales; les arcs comptés du 
point A aux points de division auront pour valeurs respectives 



G 


27r 


2*71 


— > 


h — ^••» 


- -*-•— ?••«; 


n 


n n 


n n 



ce seront les arguments des racines n'""** de la quantité proposée. D'où 
il suit immédiatement que l'expression 



[r(cos0 + |/— isin0)] 



admet n valeurs distinctes, et pas plus : on les obtient en prenant pour 
A:, dans l'équation (a), n nombres consécutifs quelconques de la série 

Corollaire, L'équation (a) fait connaître les diverses valeurs des exprès- 



— H — 

I 1 



Sions i*», (—1)* : dans le premier cas, on fait r=l, 9 = 0, et 
l'on a 



i ^kn y — - . 2A7r. 

1 »• =cos h v — \ sm — ; 

n "^ n 

dans le second, r=l, 6=7r, d'où 

, .1 2A: + i /-— . 2A:-4.i 
(— i)»»=cos TT -♦- 1/ — i sin tt; 

on prend toujours pour h n nombres consécutifs de la suite indéfinie donnée 
ci-dessus. D'où l'on voit, à cause de l'équation (a), que l'on obtient les n 

valeurs de [r (cos G -♦- [/— i sin 9)] • en multipliant les n valeurs de 

;_ i / 6 9\ 

i* par le facteur r** [ cos- -♦- j/ — i sin - )• 

On observera encore que les diverses valeurs des expressions i *, 

( — i)", [r(cos9-t-j/ — 1 sin 9)]" 5 ne sont autre chose que les valeurs 
de z capables de satisfaire aux équations 

jz» — i=0, j2»»-»-i=0, jj"= r(cos 9 -4- 1/— i sin 9), 

et<[u'ainsi les formules ci-dessus donnent la résolution complète de ces 
équations. Les racines des deux premières jouissent de propriétés remar- 
quables que nous n'étudierons pas ici(0. 

Supposons enfin que l'on élève l'expression r (cos 9 -♦- j/ — i sin 9) à 

la puissance —, m et n étant entiers et premiers enlr'eux. Il suffira de 

combiner les règles précédentes, et l'on obtiendra 

[r(cos9-*-j/ — i sin 9)]" =r"( cosm h(/ — \ smm y 

Remarque importante. On a vu que le module r et l'argument 9 d'une 
quantité imaginaire peuvent être considérés comme les coordonnées 



(1) Voir, pour plus de détails, les Leçons de Géométrie analytique de MM. Briot et 
Bouquet, Paris, 18^7, p. 27; et V Algèbre supérieure de M. Serret, 3« édition, 1. 1, p. 219. 
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polaires d'un point du plan, et que, en un même point, rargumcnt 
admet une infinité de valeurs comprises dans la formule -♦- 2A:7r. D'après 
cela, les règles précédentes pour former toutes les valeurs que prend une 

quantité imaginaire >' (cos G -♦- 1/— 1 sin G), élevée à une puissance quel- 
conque marquée par /^t, peuvent être renfermées dans cette seule formule 

— \ sin G)]' = r (cos aO -h y — 1 sin \iS)^ 

pourvu que Ton attribue à G, dans cette équation, successivement toutes 
les valeurs que cette quantité comporte en un même point du plan. 

10. Racines imaginaires des équations, — Soit 

un polynôme rationnel et entier en x, les coefficients a^, a,,.... ayant 
des valeurs réelles ou imaginaires. Si Ton attribue à x une valeur ima- 
ginaire a + Ç>[/ — j, il résulte des développements précédents que la 
valeur de X se réduira h une certaine quantité imaginaire 

A + Bj/^, 

A et B étant des quantités réelles. Or, si la valeur donnée à x est telle 
que l'on ait à la fois 

A==0, B = 0, 

et par conséquent A-hB|/— 1=0, on dit que aH-(3|/ — 1 est une 
racine de l'équation X = 0. Si (3 est nul, la racine est réelle. On dé- 
montre dans les cours d'Algèbre qu'il existe toujours n valeurs de x qui 

satisfont à la condition A-t-B|/ — 1 =0, et que, si l'on désigne par 

<7 -+- p y — \ l'une de ces racines, X est divisible algébriquement par 

X — a — j3 (/ — 1 , c'est-à-dire que l'on a, quel que soit x, 

X = (x — a — (3p/^)X,, 

X, désignant un polynôme rationnel et entier de degré n — i par 
rapport à X. Il en résulte que, les n racines de l'équation X = étant 
désignées par 
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on aura identiquement pour toute valeur de x 

X=H(x-a— p/:ir)(a;— a.— pyiIT).... (x— an-i-(3n-i/^), 
H étant une quantité réelle ou imaginaire, mais indépendante de x. 

11. Application des principes précédents» — On peut, au moyen des 
formules ci-dessus, résoudre facilement certains problèmes remarquables. 

Proposons-nous, par exemple, d'exprimer cos m0, sin »/i0, m étant un 
nombre entier, au moyen des puissances de cos , sin 0. Pour cela , 
reprenons Téquation 



cos 



m0 -H |/ — 1 sin m0 = (cos -h |/ — 1 sin 0)"*, 



et développons le second membre par la formule du binôme de Newton. 
Il viendra 

cos mQ -¥■ i/ — 4 sin m0 == cos»" -♦- 1/ — 1 • m cos»""* sin —, — - — - cos»*-* sin* 9 

^ 1-2 

/ — r 'ni{m—i)(m-'2) ,. . ,. w(m— l)(m— 2)(m— 3) .^ . . . 

— l/— 1' . J \. ^cos'~''0sin50-+-— ^^ ,^ ^ , -^cos**-*0sin*0-t-... 

^ 1.23 1.2-3-4 

D'après les principes que nous avons établis, cette égalité se décom- 
pose en deux égalités réelles, qui sont 

^ ^ m(m — 1) -^ . .^ mim—iYm — 2)(m— 3) .^ . .. 

cos »n9 = cos*» ^ — ^cos'»-*0sin*0H — ^ . \ , : ^ ^cos'»-*0sin*9 

12 1 -2 3-4 

n i/^ . A *w(m — 1)(W— 2) ,^ . ,^ 

sin m0=m cos"*-* sm ^^^ — .-^-\. cos**"' sin' -< — 

12-3 

On peut les présenter sous différentes formes 0). 

Le problème inverse consiste à exprimer cos"*0, sin*"0, au moyen des 
sinus et cosinus des multiples de 0. On y parvient comme il suit : Posons 



cos -♦- |/ — 1 sin == }. , 
cos — j/ — 1 sin0==/ji, 



(i) Voir le Cours d'analyse algébrique de Cauchy, p. 250. 



J 
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d'où 

Afx=i, X4-fx=:2cose, X — (z = 2i/— i sin 0. 

Nous aurons donc 






^^1 t f f NI • 



OU, en groupant les termes également éloignés des extrêmes, 

2«cos"» 6 = (X*» -♦- fx"») 4- mXfx(A«-« -♦- fx"»-*) 

H l__-lX'fX«(X"»-*4-(X"»-*)4- •••• 

Mais on a, diaprés la définition des quantités X, fx, 

X* 4- fx*=(cos W -♦- j/^sin W) -♦- (cos W — j/^sin W) =2 cosAô, 

X*fx* = i; 
donc enfin, en divisant par 2, 

2"»'"* COS"» 9 = cos m9 -♦-mcos(m — 2)9 h — — ^ cos(m — 4) 9-t- ••• 

Si m est pair, le dernier terme est celui qui en a -ô* avant lui, savoir 



^ m(m — 1) -f ^-^ij 



2 . « w 

1.2...^ 

si m est impair^ le dernier terme est celui qui en a — -r — avant lui; s 



valeur est 

m 



(m — i)...^ÎÎL±-J 



i * ^ pr W 1 

J i.2.3 •• :r — 



• cos 0. 



I 
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£q développant de la même manière, par la formule du binôme, le 
second membre de Téquation 

(2/;^ sin e)-= (X — fx)-, 

et groupant encore les termes également distants des extrêmes, on trouve 
de même, pour m pair 

2«(|/— i)«» sin "•0 = Qr ^- fjL"») — mXfx(A"*-' -^ f^"*"') 



ou bien, en raisonnant [comme plus haut. 



*2 



^^ ^Vft m Mt^ JE m 

( — 1)*2**-*sin^Q=co3mO-^mcos(m— 2)0 4- ^ ■cos(m — 4)0 — ».» 

Si, au contraire, m est un nombre impair, on trouve 

2" {[/ — i}" sin" 9=(X'" — p") — mJlp (X" - * — f*~- *) 

i.2 ' >v(^"-*-r-*)— --«-(-i) » ,^1^ ^ ^ * f^ » (^-f*). 

i.2...-^ 

Or, on a en général 

X*— (x*=2(/— Isinite, 
donc 

2«-*(— i)"«~sin~G=sinmô — msin(m— 2)04-^^^^^^^ 

-»-(— 1)» ^— r— ^sine. 

i.2...^ 
2 

Ces formules résolvent le problème proposé. 
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§ 3. DES VARIABLES ET DES FONCTIONS. 

l!t. On nomme variable toute quantité qui^ dans la question où on 
lu considère, est supposée actuellement indéterminée, en sorte qu'elle 
peut recevoir successivement une infinité de valeurs différentes les unes 
des autres. 

Une constante est une quantité qui, dans la question où on la consi- 
dère, est censée conserver une valeur fixe et déterminée. 

Lorsque deux variables x cl y dépendent Tune de l'autre, tellement 
qu'en attribuant à x, par exemple, une valeur déterminée, celle de y 
le soit aussi, quelle que soit la nature de cette dépendance, quel que soit 
le système d'opérations numériques à effectuer sur la valeur donnée à x, 
pour calculer la valeur correspondante de y, la variable que l'on regarde 
comme dépendante de l'autre est dite une fonction de celle-ci. 

De même, si une variable u dépend de plusieurs autres x, y, z,..., en 
sorte que sa valeur soit déterminée lorsqu'on donne à celles-ci des valeurs 
déterminées, on dit que u est une fonction de x, y, z,.... 

Par exemple, dans l'équation 

y ==ax -*- bx^ 

d'une parabole déterminée, les paramètres a et 6 sont des constantes; 
les coordonnées x et y sont des variables, et l'ordonnée y est une fonc^ 
tion de l'abscisse x. Généralement, dans l'équation d'une courbe donnée, 
on peut considérer l'ordonnée comme une fonction de l'abscisse, et réci- 
proquement. Enfin, les diverses expressions que fournissent l'algèbre et 
la trigonométrie, lorsqu'elles renferment une ou plusieurs variables 
X, y, z,..., sont des fonctions de celles-ci. Telles sont 

log x', sin (x -H 2/), X* -f- 1/* -+- z^^ etc. 

Lorsque l'on veut indiquer qu'une variable est fonction d'une seule 
variable x, sans préciser la nature de la liaison qui existe entr'elles, on 
la représente par une notation telle que 

F(^)» f{^)^ 9{^)y etc. 
De même, une fonction de plusieurs variables x, y, z,,.. se désignera par 

F(x,y, z,...), f{x,y,z,...), (?{x,y,z,,.,), etc. 
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IS. Dans toute question où Ton a à considérer un système de variables, 

entre lesquelles existent certaines relations définies habituellement par 

des équations qui renferment ces variables, il y en a toujours une ou 

plusieurs dont les valeurs peuvent être regardées comme arbitraires : on 

leur donne le nom de variables indépendantes. Les autres, dont les valeurs 

se trouvent déterminées par celles des premières, sont toujours des fonc-' 

tions de celles-ci. Dans l'exemple de la parabole, x était la variable 

indépendante, y étant regardé comme fonction de x. Trois équiations entre 

cinq variables en laissent deux entièrement arbitraires : après qu'on aura 

choisi celles que Ton veut ainsi regarder comme indépendantes^ les trois 

autres variables seront appelées des fonctions de ces deux-là. 

141. Classement des fonctions. Lorsqu'une fonction de x est exprimée 
immédiatement au moyen de cette variable par des signes connus, indi- 
quant le système d'opérations h faire sur une valeur donnée de la variable 
pour en tirer celle de la fonction, celle-ci est dite explicite. Ainsi dans les 
équations 

y == x' -♦- 3ax*, y = log (sin x) , 

y est une fonction explicite de x. Quand il n'en est pas ainsi, quand par 
exemple les deux variables xety sont liées entr'ellcs par une équation 
non résolue par rapport à y, on dil que y est une fonction implicite de x. 
C'est ce qui a lieu dans les équations • 

X* -+- y* = o*, log X -4- logy = 1. 

Les fonctions explicites sont algébriques ou transcendantes. Dans le pre- 
mier cas, les seules opérations auxquelles la variable x soit soumise sont 
l'addition, la soustraction, la multiplication, la division et l'élévation à 
des puissances constantes, ou indépendantes de x. Ainsi la fonction 

i_ 
ax' -♦- bx* — c*x* 



s 



(a H- 6x)* 

est algébrique, quelles que soient les valeurs des constantes a, 6, c. 

Une fonction algébrique est rationnelle^ lorsqu'elle ne renferme la 
variable sous aucun signe d'exposant fractionnaire; sinon, elle est 
irrationelle y comme c'est le cas pour la fonction citée plus haut. Enfin, 
une fonction rationnelle est entière ou fractionnaire^ seloû que la variable 
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dont clic dépend ne figure nulle part comme diviseur, ou que le contraire 
a lieu; dans le premier cas, l'exposant le plus élevé dont la variable 
est affectée détermine le degré de la fonction. Ainsi 

a -♦- 6x -*- ex' 

est une fonction rationnelle, entière et du 3'' degré en x; la fonction 

a -H 6x 

a -♦- Px -♦- yx' 

est rationnelle, mais fractionnaire. 

Lorsqu'une fonction explicite de x né peut être exprimée au moyen do 
la variable par un nombre limité de ces opérations simples indiquées pla^ 
haut, elle est transcendante. Telles sont 

A*, tangx, log(x*), etc. 

Ce qui précède s'applique sans difficulté à une fonction de plusieurs 
variables, en la considérant successivement comme fonction de chacun^^ 
d'elles. 

IS. Parmi les fonctions que l'on rencontre souvent dans l'analyse, ont. 
en a choisi un certain nombre que l'on regarde comme irréductibles k 
d'autres plus simples, et dont la valeur se détermine immédiatement 
quand celle de la variable est donnée. On les appelle fonctions simples. 
Ce sont, X étant la variable, 

a-^x, ax, x"*. A', sinx, cosx, tangx, cotx, etc., 

et leurs inverses 

a — X, -, X", logx, arc sinx, arc cosx, arc tangx, etc. 

X 

Dans ces expressions, a désigne une constante positive ou négative, et 
dont la valeur numérique est quelconque; A est une constante essen- 
tiellement positive; le signe log désigne le logarithme pris dans un 
système à base quelconque A, la caractéristique 1. étant réservée pour 
indiquer le logarithme pris dans le système de Néper, dont la base est 

6 = 2,7182818 

Quant aux fonctions trigonométriques, elles supposent qu'on ait décrit 
un cercle avec l'unité de longueur pour rayon; qu'à partir d'une origine 
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déterminée, on prenne sur la circonférence de ce cercle un arc dont la 
longueur soit mesurée par la variable x, et sin a:, cosa;,.... désignent 
les lignes trigonométriques correspondantes. Les fonctions inverses 
arcsino:, arccosx, etc., se rapportent également à un cercle de 
rayon i. 

Si, dans une fonction simple, on remplace la variable par une fonction 
d'une autre variable, on obtient une fonction (le fonction^ telles sont : 

y = log(x«), y = sin(e'). 
Toutes les autres fonctions explicites de x sont des fonctions composées. 



% IV. MÉTHODE DES LIMITES. 

16. On appelle limite d'une quantité variable, une quantité fixe, dont 
\tB valeurs successives de la variable s'approchent indéfiniment ^ de 
manière que la différence entre la variable et cette quantité fixe finit 
par être constamment plus petite qu'une quantité donnée^ si petite qu'elle 
soit, sans toutefois se réduire définitivement à zéro. 

Exemple : le nombre entier n recevant des valeurs de plus en plus 

n "^ \ 
grandes, l'expression s'approche indéfiniment de l'unité, car on 

peut l'écrire 

n 

\ 

et lorsque l'on fait croître indéfiniment le nombre /i, le rapport - finit 

par devenir moindre que toute fraction donnée^ quelque petite qu'elle 

soit, sans jamais devenir nul rigoureusement. Le rapport , 

lorsque n croit au-dessus de tout nombre donné, est donc une quantité 

variable, qui a pour limite l'unité. 

De même, si l'on fait la somme d'un nombre n de termes de la suite 

indéfinie 

i 1 1 1 

2 2* 2' 2* 
à partir du premier, on voit sans peine qu'elle diffère de l'unité d'une 
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quantité égale à — , qui finit par devenir moindre qu'un nombre donné 

quelconque, pour n suffisamment grand. La somme d'un nombre indéfi- 
nement croissant de termes de cette suite est donc une quantité variable 
qui a pour limite Funité. 

De même encore, en géométrie, l'aire du cercle est la limite vers 
laquelle tend Paire d'un polygone régulier inscrit, dont le nombre des 
cdtés croit sans limite; en arithmétique, ce qu'on appelle un nombre 
incommensurable n'est autre chose que la limite des fractions, qui en 
fournissent des valeurs de plus en plus approchées, etc. Nous désigne- 
rons la limite d'une quantité variable par la notation lim. placée devant 
celle-ci. 

Remarque. Il peut arriver qu'une variable s'approche et s'éloigne alter- 
nativement de sa limite : ainsi la fonction 

sino; 

si Ton suppose que x passe par toutes les valeurs de zéro à l'infini, passe 
par une série de valeurs alternativement positives et négatives, et elle a 
néanmoins pour limite zéro. Le caractère essentiel de la limite d'une 
variable consiste en ce que la différence entre la variable et sa limite 
finit par être et l'ester toujours au-dessous d'une quantité fixe, si petite 
qu'on l'ait choisie. 

17. La méthode des limites s^appuie sur le principe suivant, qui a la 
valeur d'un axidme : lorsque deux variables restent constamment égales 
dans tous les états successifs par lesquels elles passent^ si l'une d'elles 
tend vers une certaine limite, Vautre tend nécessairement vers la même 
limite. 

De là résulte ce théorème fondamental : 

Considérons une équation dont les deux membres soient des fonctions 
des variables Xy y, z,...^ et que nous écrivons conséquemment sous la 
forme : 

F(x, y, z,....) = Ax, y, z,....). 

Concevons que les variables x, y, z,.... tendent simultanément, et d'une 
manière quelconque, vers des limites respectives a, 6, c,....; et désignons, 
d'autre part, par F (a, 6, c,....) la valeur que prend la fonction F lors- 
qu'on y remplace x par a, y par 6, etc.... Les fonctions F (a?, y, «,....), 
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fi^}}/) ^r"') auront respectivement pour limites, en général^ F{a,b,Cy....), 
f{(i)b,c,.,..)y et comme, en vertu du principe ci-dessus, ces limites de 
quantités variables constamment égales sont égales, on aura nécessai- 
rement 

F(a, 6, c,. ...)=/*(«> 6, c,..,.); 

c'est-à-dire que la même relation qui avait lieu entre les variables x, y, 
2;.... subsistera entre leurs limites a^ 6^ c^...., et qu'il suffira de remplacer 
dans réquation chaque variable par sa limite, pour obtenir la relation 
qui a lieu entre ces dernières. 

Remarque. La démonstration suppose essentiellement que les fonc- 
tions F, /", lorsque x, y, z,... tendent vers leurs limites a, 6, c,..., s'ap- 
prochent indéfiniment des valeurs F(o, 6, c,...), /"(o, 6, c,...) qu'elles 
affectent pour x=a, y = f>y etc. Cette propriété des fonctions, sur 
laquelle nous reviendrons plus loin, appartient généralement aux fonc- 
tions usitées dans l'analyse : si, dans un cas particulier, elle cessait 
'avoir lieu, le théorème cesserait d'être applicable. 
Lé théorème précédent est la base de la méthode des limites, qui 
onsiste en ceci : pour trouver la relation qui existe entre certaines 
*andéurs que l'on ne sait pas comparer directement, on les regarde 
mme les limites d'autres grandeurs variables d'une nature plus simple, 
que l'on peut facilement comparer entre elles. On établit donc la 
itlation qui existe entre ces dernières; puis immédiatement, au moyen 
du théorème qui précède, on en tire la relation entre leurs limites, 
c'est-à-dire entre les grandeurs que l'on voulait précisément comparer. 
Supposons, comme exemple très-simple, que l'on cherche une relation 
entre le volume V, la hauteur H et la base B d'un cdne circulaire droit. 
Inscrivons dans le cercle de base un polygone régulier d'un nombre 
quelconque de côtés ; soient B' Taire de ce polygone, V le volume de la 
pyramide dont le sommet est celui du cône. On sait, par des considéra- 
lions directes, établir l'égalité 

V'=^B'.H. 
5 

I)*autre part, on fera voir, par des raisonnements très-simples, que «i 
le nombre des côtés du polygone croît indéfiniment^ l'aire du polygone 
et le volume de la pyramide finiront par différer, respectivement, de 
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^ Faire du cercle et du volume du cône, de quantités moindres que toute 
grandeur donnée, en sorte que Ton a dans cette liypotlicse 

lim.V = B, lim. V'= V. 
L'équation précédente donnera donc, en vertu du théorème, 

v=1b.h, 

et Ton obtiendra ainsi, par la considération des limites, une relation 
entre des grandeurs qu'on ne pouvait comparer directement. 

Autre exemple : On a vu dans la géométrie analytique que la condition 
de pcrpendicularité de deux droites est exprimée par Téquation 

i -♦- ao' -+- (a H- o') cosy = 0, 

y étant Tangle des axes coordonnés, a et a les coefficients angulaires des 
deux droites. Mais cette équation ne convient pas au cas où Tune des 
droites est parallèle h Taxe des y, car son coefficient a devient alors 
infini ; et il faudrait calculer directement pour ce cas le coefficient X de 
la perpendiculaire, si la méthode des limites ne nous permettait de le 
tirer de Téquation précédente. Pour cela, mettons d'abord l'équation sous 
la forme 



- -♦- o' H- 1 1 H — j cos y = 0, 
a \ ^/ 



et concevons que la première droite tende indéfiniment à devenir paral- 
lèle à l'axe des y : la seconde tendra à lui devenir perpendiculaire, af 

i a' 
aura pour limite X, et comme - > — ont pour limite zéro, il viendra, 

a a 

en remplaçant chaque variable par sa limite, 

X -♦- cos y == 0, ou X = — cos y. 

Cette valeur de X est précisément celle à laquelle aurait conduit un 
calcul direct; mais, grâce à la méthode des limites, ce calcul est inutile. 

Ces exemples suffisent pour faire saisir l'esprit de la méthode des 
limites, mais le reste du cours montrera des applications continuelles du 
principe fondamental. 

18. Les quantités peuvent être regardées comme limites de plusieurs 



manières différentes, et de là résultent autant de branches de ta méthode 
des limites. Il y en a trois principales : 

1* Une quantité peut être regardée comme la limite vers laquelle tend 
la somme d'vn nombre de plus en plus grand de termes, pris dans une 
suite indéfinie de quantités délenuinées. 

Ainsi, l'oQ a vu que l'unité est la limite de la somme des » premiers 
termes de la suite 

i A 1 

2 "^2* "^2» ■*■■■■'' 

n croissant indéfiniment. Ce mode d'application de la nolion des limites 
donne naissance à la théorie des séries, théorie importante dont nous 
exposerons plus loin les éléments, quoiqu'elle ne fasse pas l'objet de ce 
cours, 

2" Elle peut être regardée comme la limite vers laquelle tend le rap- 
port de deux grandeurs variables, qui tendent simultanément vers zéro, 
ou comme dépendant d'une telle limite. 

A ce point de vue se rattache le célèbre problème des tangentes 
aux courbes. Soit M un point donné ! 
une courbe plane; HH' une sécante menée 
par ce point. Si l'on conçoit que le point 1 
M'aerapprocheindéfinimenl, sur la courbe, 
du point M, la sécante MM' tendra vers une I 
poHtion limite HT : cette limite des sécan- 
tes se nomme la tangente k la courbe au 1 
point M. 

Nommons (x, y) les coordonnées du point M; (x ■*■ k, g •*• k] celles du 
point M'; a le coefficient anpiairc de la droite HH', r celui de la limite 
MT. On a 

"—x+k-x^k 

Lorsque H' se rapproche indéfiniment de H, d'une part, a tend évidem- 
ment vers la limite r; d'autre part, ketk convergent simultanément vers 

k 
la limite zéro ; mais leur rapport y , comme nous le verrons, tend géné- 
ralement vers une limite déterminée et finie, que l'équation de la courbe 
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permet de caleuler. Et comme des quantil^^s égales tendent vers des 
limites égales, nous aurons 

Ainsi le problÈme de la déterminDtion de la tangente se ramène h 
chercher la limite du rapport de deux variables tendant simullaDdmcnt 
vers zéro, 

3" Enfin, la grandeur qve l'on veut évaluer peut être regardée comme 
la limite vers laquelle tend vne somme de quantités variables, qui tendent 
toutes à la fois vers zéro, en tnême temps que leur nombre croit indéfi- 
niment. 

La mesure dus aires planes offre un exemple de ee mode d'application 
des limites. Soit ÂB^Â' l'aire à évaluer, comprise entre une eourbe, 
l'axe des X, et deux ordonnées AB,A'B'. 
On partage cette aire en un nombre 
quelconque de segments par des paral- 
lèles à l'axe des (/; par les points M, 
M',... où elles coupent la courbe, on 
mène des parallèles à l'axe des x, et l'on 
démontre, comme nous le ferons plus 
loin, que la somme des aires des paral- 
lélogrammes tels que MPP'K a pour 
limite l'aire cherchée ABB'A', quand 
les divisions PV de la base AA' sont supposées décroître indéfiniment, 
leur nombre augmentant au-delà de toute limite. 

Il existe encore bien d'autres manières de considérer une quantité 
romme limile de quantités variables d'une nature plus simple, mais les 
deux derniers points de vue, auxquels nous nous attacherons spéciale- 
ment, sont ceux qui servent de fondement à la méthode infinitésimale. 
Celle-ci n'est donc qu'une des formes de la méthode des limites. 

Avant d'exposer les principes de la méthode infinitésimale, il importe 
r quelques notions importantes sur les séries. 
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§ V. DES SÉRIES. 

19. On appelle série une suite indéfinie de quantités 

(1) Wo, tl„ tl„... Unj.... 

qui se forment suivant une loi déterminée, de telle sorte que le rang 
d*an terme étant connu, cela suflGlse pour qu'on puisse le calculer. Le 
terme ti» se nomme le terme général : son expression, donnée en fonction 
de l'indice n, fait connaître toute la série. Soit 

la somme des n premiers termes de la série; si, pour des valeurs indé- 
finiment croissantes de n, la somme Sn tend vers une limite finie et 
déterminée s, la série (i) est dite convergente^ et 8 est la somme de la 
série; si^ au contraire, Sn croit sans limite ou ne tend vers aucune limite 
fixe, la série (i) est divergente et n*a pas de somme. Par exemple, la 
progression géométrique 

i -♦- ar*- a* -♦- ••• -♦- a*-i- ••• 

est t;onvergentc, comme on sait, pour toute valeur de a entre zéro et 

l'unité, et a pour somme ; elle est divergente p#ur toute valeur 

de a égale ou supérieure à Tunité. 
Si la série (i) est convergente, il est clair que la série 

est aussi convergente et a pour somme $ — Sn] et en désignant par R» 
la somme de cette série, en sorte que 

on dira que Rn est le reste de la série {i) h partir du n"« terme. 

Il est clair aussi que si, à partir d'une certaine valeur de n, les termes 

forment une série convergente, la série (1) est elle-même convergente. 

3 



\ 



%Q, Propriétés générales des séries. — I. Datis toute série conver- 
gente^ le terme général Un a pour limite zéro^ lorsque n croit indéfiniment. 

Eq effet, les sommes Sn et 5n+i tendant alors vers la même limite s, 
leur différence 

Sn+l «n == tin 

doit nécessairement finir par devenir moindre que toute grandeur don- 
née : elle a donc pour limite zéro. 

Plus généralement, quelle que soit 4a valeur du nombre entier /), 
les sommes Sn^ Sn^p tendant vers une même limite fixe Sy leur différence 

doit nécessairement tendre vers zéro quand n croît indéfiniment, si la 
série est convergente. Et réciproquement, si la différence 5„^.p — Sn a 
pour limite zéro quand n croit sans limite, quelque valeur constante, 
ou variable, et même indéfiniment croissante, qu'on attribue au nom- 
bre p, la série (1) sera convergente. En effet, supposons que la condition 
soit remplie, et que la série soit divergente, en sorte que Sn^ pour 
des valeurs indéfiniment croissantes de n, croisse sans limite ou oscille 
indéfiniment entre deux valeurs déterminées. On pourra donc toujours, 
quelque grand que soit n, ajouter à Sn un nombre p de termes suffisam- 
ment grand, pour que Sn^p diffère de Sn d'une quantité finie, supérieure 
à une limite donnée h (voir au n<» 46). La différence SnJ^-p — «n ne finirait 
donc pas par rester constamment moindre que toute quantité assignée 
d'avance, et n'aurait conséquemment pas pour limite zéro, comme on 
l'a supposé. Donc 

IL La condition nécessaire et suffisante de la convergence de la série (i), 
est que la différence 

^n-\-p "^ Sn 

tende vers zéro pour des valeurs indéfiniment croissantes de n, quelque 
valeur qu'on attribue à p. 

Cette proposition renferme la première, mais comme celle-ci indique 
une condition beaucoup plus facile à vérifier, il est utile de la conserver. 

IIL Lorsqu'une série a tous ses termes respectivement moindres, en 
valeur absolue, que les termes correspondants d'une série convergente à 
termes positifs, elle est elle-même convergente; car la différence Sn^p — Sn 
a, dans la série proposée, une valeur numérique inférieure ou tout au 
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plus égale à celle qu'elle possède dans la série convergente, et comme 
dans celle-ci elle tend vers zéro, d'après ce qui précède, il en sera de 
même dans la proposée; d'où, etc. 

IV. Si ton multiplie les termes successifs d'une série convergente à 
termes positifs 

Wq -h Mi -h • • • -4- Wn -H • • • 9 

par des facteurs de signes quelconques a^, a^,... an,.**» dont la valeur 
numérique ne dépasse jamais une limite donnée, la série ainsi formée 

sera encore convergente, 

Cest encore une conséquence du théorème II, car dans cette série la 
différence Sn-^-p — Sn a pour valeur 

=:(w»-h Wn-l-l -+- ••• -*- Wn^-p-.l)M(an, «n-j-t,... (Xn^p-l)', 

1 

le premier facteur tend vers zéro en même temps que -, par hypothèse; 

le second ne dépasse pas une quantité ûnic] le produit tend donc vers la 

Jimite zéro, ce qui détermine la convergence de la série que l'on a formée. 

V. Lorsqu'une série cotivergente reste telle en réduisant tous ses termes 

à leurs valeurs numériques, on peut intervertir d'une manière arbitraire 

l'ordre de ses termes sans altérer, ni sa convergence, ni sa valeur. 

Supposons que la série (1) soit convergente, que r« désigne la valeur 
absolue de Un, et que la série 

^0 "♦■ ''i "*" ^1 •< H Tn -♦- ••• 

soit convergente. Nommons 

la série formée en disposant dans un autre ordre les termes de la série (i), 
et s'm la somme de ses m premiers termes. 11 est clair qu'on peut prendre 
fn suffisamment grand pour que s'm renferme les n premiers termes de la 
série (4), avec d'autres d'un rang plus élevé, en sorte que 

s m= Sn -+- M« -+- Ma -+- • • • -♦- M^, 
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a, (3,.. ^ étant compris entre n— 1 et n-4-p — 1. Donc 

<^ r» ■+- r„^i -H • • • -4- r„^p_!. 

Faisons croître indéfiniment n, et par suite m; le dernier membre 
de l'inégalité précédente tend vers zéro, à cause de la convergence de 
la série 

Vq + r^ +...-+- Tn -♦-••• ; 

Sn a pour limite 5, somme de la série (i); donc 

lim $'m = 5, 

C. Q. F. D. 

On voit, qu'il n'est pas permis d'intervertir arbitrairement l'ordre 
des termes d'une série convergente, sans s'être assuré que celle-ci satis- 
fait à la condition précédente. Ainsi, les séries 



2"*" 3 4 "*" 5 6 



• • • 
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3 257 4911 6' 
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composées des mêmes termes affectés des mêmes signes, ont leurs sommes 

5 
dans le rapport de i à - • 

À 

La nécessité de la convergence d^une série étant établie, il importe 
d'indiquer les règles principales qui permettent de prononcer sur la 
convergence ou la divergence d'une série donnée. 

31 • Séries dont tous les termes sont positifs. Supposons que la série 

(i) ti^ -*-tij -♦-•••-♦- tin -♦-••• 

ait tous ses termes positifs, auquel cas, si Sn ne croit pas indéfiniment avec 
n, la série est nécessairement convergente. On peut généralement s'as- 
surer de sa convergence au moyen du théorème suivant : 

VI. Si le rapport -^> à partir Hune certaine valeur de n> reste 

constamment moindre qu^une quantité k plus petite que Vunité^ la série 
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(i) est convergente; s'il reste constamment supérieur à l'unité, la série est 
divergente. 

En effet, dans le premier cas, à partir de cette valeur de n, Ton a 

Un tln+t ^ W«+» 

d'où 
La série 

Un '+' tln+1 -*- tln+8 -*-••• 

a donc tous ses termes respectivement moindres que les termes de même 
rang de la progression géométrique 

Un -*- Unk + Unk* "*- Wn^* H 5 

qui est convergente, puisque fc < i . Donc, d'après la propriété III, elle 
est elle-même convergente, et par suite la série (i). 
Dans le second cas, les termes de la série, à partir d'un certain rang, 
mt constamment en croissant, la première condition de convergence 
st pas remplie. 

uoROLLÂiRE. Si le rapport — ^ tend vers une limite déterminée i, 

Un 

lorsque n croit sans limite y la série est convergente ou divergente 
selon que 1 est <C ou '^ que l'unité. En effet, dans le premier cas, 
il suffit de prendre un nombre k compris entre i et ^, et moindre 
conséquemment que l'unité : le rapport d'un terme au précédent finira 
(16) par être constamment moindre que fc, donc la série sera conver- 
gente. Par la même raison , dans le second cas, — ^* finira par être 

Un 

constamment supérieur à l'unité, la série sera divergente. 
Exemple : La série 







i 


1 i 

+ — 1 h». 

i 12 


■ .t. 


1 






* 1. 


2... 


.n 


est 


convergente. 


car 


le rapport 

Wn+t 
Un 


i 

n 







a pour limite zéro. 
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Lorsque la limite l est égale à l'unité, et que d'ailleurs -^ ne reste 

pas constamment supérieur à sa limite, le théorème précédent ne suflQt 
plus pour décider de la convergence ou de la divergence de la série. 
VII. Sif à partir d'une certaine valeur de n, t expression 



n 



(«.) 
est constamment moindre qu'une quantité fixe k plus petite que l'unité, la 

série {\) est convergente ; elle est divergente, au contraire, si (un)"* finit 
par être toujours plus grand que l'unité. 

En effet, dans le premier cas, pour toutes les valeurs de n qui suivent 
la proposée, on a 

i 

(Wn)*<CA OU Un </:*•. 

Les termes de la série (i) sont donc, à partir d'un certain rang, inférieurs 
à ceux de la progression géométrique convergente 

A h Ir^ le** 

1 , n-, rv , ... rv , ••., 

ce qui suffit pour démontrer la convergence de la série (1). 

Dans le second cas, Un reste constamment plus grand que l'unité. 

Corollaire. — Si (wn)" tend vers une limite 1 pour des valeurs indéfi- 
niment croissantes de n, la série (1) est convergente si i < 1, divergente 
st X > i . 

Ce corollaire se démontre comme le précédent. 

Exemple : Dans la série 



1-*- 



3 /4 V /^ V /n + 2 V 



on a 

, i n + 2 '■*"« 

1 -+- - 
n 

dont la limite est x lorsque n croit sans limite. Cette série est donc 
convergente si x<;i, divergente si x> 1. 



— 31 — 

Ce critérium devient aussi insuffisant lorsque X=i : il faut alors 
recourir à des règles spéciales que nous n'indiquerons pas ici (V. note !'•). 

ît*. Séries dont les termes ne sont pas tous de même signe. • — Lors- 
qu'une série a tous ses termes négatifs, elle rentre évidemment dans le 
cas que nous venons d'étudier. Considérons donc le cas où les termes de 
la série ont des signes quelconques : la remarque suivante suffit souvent 
pour décider de la convergence ou de la divergence. 

VIII. La série 

est toujours convergente, lorsque la série obtenue en réduisant chaque 
terme à sa valeur absolue est convergente. 
En effet, soit r» la valeur numérique de u»; on a 

et comme on suppose convergente la série qui a pour terme général r^ 
cette dernière quantité tend vers zéro, donc on a 

lim {Sn^p — Sn) = 0. 

Il suit de là que les règles du numéro précédent seront applicables aux 

séries à termes positifs et négatifs; ainsi, lorsque le rapport ^^ réduit 

h sa valeur numérique, tend vers une limite l pour des valeurs indéfini- 
ment croissantes dew, la série (i) est convergente si X<i, divergente 
si X2> 1, etc.... 

Mais une série peut encore être convergente, lorsque la série formée 
des valeurs absolues de ses termes est divergente : le théorème suivant 
est alors souvent applicable. 

IX. Lorsque les termes de la série (i) sont, à partir d'un certain rang, 
alternativement positifs et négatifs, et de plus constamment et indéfini- 
ment décroissants, la série est convergente. Le reste à partir d'un terme 
déterminé est moindre que le terme suivant. 

Soit Un un terme à partir duquel les conditions ci-dessus sont remplies. 
On aura 

«n+p — 5n= W» -♦- tln+l + . . . -H t/^p_4 a= i: (î'n — r„4.i 4- rn+î — • • • ± Tn+p-l). 
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Par hypothèse, rn>rn+i>r»^.8...; donc la quantité 

est 1*» positive; 2*» moindre que r,, puisqu'on peut récrire 

Donc 

val. num. (Sn+p— 5n)=M(0, r«), 

et comme r^ tend vers zéro lorsque n croit sans limite, il en est de même 
des»+p— Sn» C. Q. F. D. 

L'égalité précédente ayant lieu quelque soit /), on peut supposer n fixe 
et p indéfiniment croissant, et Ton aura 

«-.5«=R„==M(0,rn). 

On a ainsi une limite de Terreur commise en arrêtant la série à son 
w*"« terme. 
Application, La série 

, 1 i I 
2 3 4 

est convergente, quoique la série des valeurs absolues des termes 

, 1 i 1 

^'*'2"^3"*"4"*"'***' 

que Ton nomme série harmonique^ soit divergente. En effet, on a pour 
celle-ci, en prenant /) = n, 

n+l n+2 2» 2n '^2 

1 

cette quantité ne tend pas vers zéro avec - > la série est divergente. 

Corollaire. Si^ dans une série dont les termes sont affectés de signes 
quelconques, les groupes successifs formés par les termes positifs et par 
les termes négatifs ont des valeurs constamment et indéfiniment décrois-' 
santeSj la série est convergente. Car la série formée par ces groupes 
successifs est convergente, d'après le théorème précédent; et Ton voit 
sans peine que sa convergence entraine celle de la série proposée. 
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5t3. Séries imaginaires. Une série dont le terme général Vn est une 

quantité imaginaire pn 4- Çn (/ — 1 , se nomme une série imaginaire. 
Désignons par 

5n = (/>0-H ?0|/— 1)-H(pi-+- Çij/— -1)h »-(Pn-.i + Çn-ij/— 1) 

= (po -^ Pl H H Pn- l) -*- (Ço -H Ji H H (/n-l) (/— 1 

la somme de ses n premiers termes. Si, pour des valeurs indéfiniment 
croissantes de n^ Sn tend vers une limite finie et déterminée, la série est 
convergente : il faut et il suffit, pour cela, que les séries réelles 

soient convergentes, et si Ton désigne par P, Q, leurs sommes respectives, 
la somme de la. série imaginaire sera P -4- Q ]/ — i . 

5t4l. Soit 

(i) Mo-4-WiH ^ Un-\ 

une série imaginaire; posons 

Vn = rn (cos 0„ -H {/— -i sin Gn). 

On pourra souvent s'assurer de la convergence de la série (i) à l'aide 
de ce théorème : 

X. Une série imaginaire est convergente, lorsque la séi^ie formée des 
modules de ses différents termes est convergente. 

Supposons, en effet, que la série 

To -+- fi -t- Ts -*-••• -4- r» -+- ••• 

dont les termes sont positifs, soit convergente. D'après le théorème III, 
les séries 

rocos 9o-i-rtCOs Gi-i- ... -i-rncosôn-*- ••• ? 
ro sin ôo -♦- Ti sin 9i -4- ... -4-rnSin 9» -*-••• , 

formées en multipliant les termes de la première par des facteurs cosô», 
sin G», qui ne peuvent dépasser l'unité, sont également convergentes. Il 
en est ^onc de même de la série 

ro(cos % -*- (/ — 1 sin %) -h ri(cos Gi -h j/— 1 sin ôi) h 

Mais une série imaginaire peut évidemment être convergente, sans que la 
série des modules le soit. 

8 
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XI. Si une série imaginaire reste convergente lorsque Von réduit les 
différents termes à leurs modules^ on peut intervertir arbitrairement l'ordre 
de ces tennes sans altérer la convergence de la série, ni sa valeur. 

Cette propriété, analogue au théorème V, se démontre de la même 
manière, en appliquant le raisonnement du n** 20 aux deux séries réelles 
dont se eompose la série imaginaire, et désignant par r», non la valeur 
numérique, mais le module de Un* 

35. Combinaison des séries, — XII. Si les séries réelles ou imaginaires 

(i) Wo-HWi-H HWnH , 

(2) ro -t- Vi H ï-Vn-^ 

sont convergentes et ont pour sommes respectives s et s'y la série 

{Uo -t- Vo) -H (wi -*- Vi) H (Wn -4- v«) H 

sera convergente et aura pour somme s -h s'. 

Car les sommes, 5„ et s'n, des n premiers termes des séries (i) et (â), 
ayant respectivement pour limites s et 5', la somme s„-*-s'n des n pre- 
miers termes de la nouvelle série aura pour limite s -t- s', lorsque n croîtra 
indéfiniment. Ce théorème concerne Vaddition des séries, le suivant leur 
multiplication. 

XIII. Les séries (i) et (2), réelles ou imaginaires, étant convergentes, si 
elles restent telles lorsqu'on réduit chaque terme à son module, la série 

(5) WoVo -*- {UoVi -H UiVo) -»- (Wot?2 -H UiVi -t- WsVo) H j 

qui a pour terme général 

UaVn -H UiVn^i H H Wn-iVi H- UnVo , 

est convergente, et a pour somme ss'. 

i» Supposons d*abord que w,», t?„ soient réels et positifs, et formons les 
les sommes 

Sn = Uo -^ Ui -\ h W«_l, s'n^=Vo -i- Vi -H ••• H- Vn-iy 

S"n = UoVo -+- (ttoVi -*- Wit/'o) H 1- (WoVn-1 -+- «iVn-a -*-••• + Un-.iVo)j 

des n premiers termes des séries (1), (2) et (5). Le produit Snsfn renfer- 
mera évidemment tous les termes qui figurent dans s"«, plus un certain 
nombre d'autres termes positifs, donc 

s n \ SnS n* 
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D'autre part, si Ton désigne par m le nombre entier immédiatement 

fi 1 

inférieur à — - — , il est facile de voir que le produit SmS'm ne ren- 

fermera que des termes dans lesquels la somme des indices de 2/ et de t? 
sera inférieure an — 1 , termes qui seront tous compris dans s"n. Donc 

Faisons croître indéfiniment m, et par suite n; SmS'm ayant pour limite 
ss\ de même que SnS'nj ^^ quantité «''„, toujours comprise entre deux 
autres, dont la limite commune est ss\ tend nécessairement elle-même 
vers cette limite. La série (3) est donc convergente et a pour somme ss^. 

2** Les séries (i) et (2) étant maintenant imaginaires, soient r», r'„ les 
modules respectifs de iin et v». En développant les valeurs de SnSn\ et de 
s"n, on trouve sans peine 

Le module d'une somme étant moindre que la somme des modules de 
ses termes, on a 

mod {SnS'n — s"f,) < r„_ir „_i -t- (rn_ir'n_8 -i- r„^2r'n_i) h — 

i 

Cette somme tend vers zéro en même temps que - , car elle n'est 

n 

autre chose que ce que deviendrait s„.s'„ — s"n si, dans les séries (i) et (2), 

on réduisait chaque terme à son module; et comme, par hypothèse, ces 

séries resteraient convergentes, et à termes positifs, la proposition leur 

serait applicable et la différence SnS'n — s"» aurait toujours pour limite 

zéro. Donc on a 

lim mod {SnS\ — s"n) = 0, 
et par suite 



lim (SnS'n — s"n) = ; 



d'où enfin 



lim s"n = S5', 

comme dans le premier cas. Il faut remarquer que ce second cas com- 
prend celui où les termes des séries (1) et (2) sont réels et de signes quel- 
conques : le module d'un terme négatif se réduisant, comme on sait, à 
sa valeur numérique. 

Le théorème XIÏI sert à développer en série convergente le produit 
de deux facteurs, dont chacun est déjà développé en série. 
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36. Limite de l'expression (!-♦-«)«. Considérons la série indéfinie 
convergente 

i 1 1 I 



(5) l^-H- 



.... j 



a 



1 12 123 i.2...n 

dont nous désignerons la somme par e. Nous nous proposons de démon- 
trer que, la quantité a tendant vers zéro suivant une loi quelconque, 
l'expression 

(1 -t- a) 

tend vers une limite égale à e. 

i 

Supposons d'abord que a soit de la forme — ■ , m désignant un nombre 

entier indéfiniment croissant. On a, par la formule du binôme, 

(1 X** . 1 mUn — i) 1 1 

mj m 1 • 2 m* m** 

Le terme de ce développement qui en a p avant lui est 

fn{m — l)»»'(wi — /)-+-!) 1 



1 .2«-p 






car 



et sous cette forme, on voit 1** qu'il est positif, puisque les facteurs sont 
tous positifs; 2° qu'il croît constamment lorsque m reçoit des valeurs 
indéfiniment croissantes, p ayant une valeur constante; 3<» qu'il s'ap- 

i 

proche alors indéfiniment de ; — en restant inférieur à cette limite, 

^ 1-2---/) ' 

les facteurs (1 )j«..(l — — i tendent vers l'unité. 

\ rnj \ mJ 

/ l\« 

De là il résulte déjà que fin — I a une valeur positive constamment 

croissante avec m, puisque, d'une part, chaque terme du développement 

croit; d'autre part, le nombre m-*- 1 de ces termes augmente. En outre, 

cette valeur est toujours moindre que e, car chaque terme du dévelop- 

/ IX"» 
pement de i 1 h — i est moindre que le terme de même rang de la 

série indéfinie dont e est la somme. La variable [ 1 h — J , qui croît 
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toujours sans pouvoir dépasser une quantité donnée c, a nécessairement 
une limite égale ou inférieure à e. 

Soit e une quantité, prise aussi petite qu'on le veut. On peut choisir 
un nombre k suffisamment grand pour que la somme 

1 i 1 



i 



1 i.2 12..* 



des fc-H 1 premiers termes de la série (3) soit comprise entre e et e — e; 
ce nombre étant fixé, on peut donner à m une valeur suffisamment 

grande, pour que la somme des A: -h 1 premiers termes de ( ^ "♦" "" ) 

diflFère, de la somme des fc -*- i premiers termes de la série (3), d'une 
quantité moindre que e, et soit par conséquent comprise entre e et 
e — 2e ; donc aussi 



(-^)-= 



M (e, e — 20, 



m étant suffisamment grand. On a donc 



lim ( 1 H j = c. 



Supposons, en second lieu, que a tende vers zéro suivant une loi quel- 
conque, mais en restant positif; et soient m, wi-vl deux nombres entiers 

i 

consécutifs, entre lesquels - demeure compris. On aura donc 



et par suite 



i 

- = m + 7, y = M (0, i). 



V^ m-^yj y mj ^\ m) \ mj 



D'autre part 



i 

Lorsque a tend vers zéro, m et m + i croissent indéfiniment; 1 h — , 

m 
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I 

i H ont pour limite l'unité, tandis que, d'après ce qui a été établi, 

m -h i 

l 1 H-— ) ) ( ^ -^ 7 ) <^"^ pour limite commune e; (1 -»- a)« 

est donc compris entre deux quantités qui ont une même limite e, et 
tend vers cette limite. 

Il nous reste à considérer le cas où a, en tendant vers zéro, serait 
constamment négatif. Nous poserons 

et comme 1 -h a est ici moindre que l'unité qui est sa limite, il faut 
que 1 -+- (3 soit > i, donc (3 est positif et tend vers zéro. Or, nous 
avons 

(1 -*-«)«= (1 +(3)"«==(i H-(3)"r==(i -t.(3)?(l +(3). 

De ces deux facteurs le premier a pour limite c, d'après ce qui pré- 

cède; le second a pour limite l'unité; le produit, ou (i -*- a)*, a donc 
encore pour limite e. 

Il résulte de tout cela que, de quelque manière que a tende vers la 
limite zéro, on a toujours 

lim (1 -*- «)« = e. 

La série (5) permet de calculer le nombre e avec autant d'approxima- 
tion qu'on le veut : on trouve 

6 = 2,7182818284... 
Ce nombre joue un rôle très-important dans l'analyse (15). 

1 (\ -+-0.) 

Corollaire. On déduit de ce qui précède la limite de -^ -^ a ten- 
ue 

dant vers zéro. Il suffit de poser 

l.(i-4-«) 

a 
d'où 

l.(i-+-cf)« = z, (i 4- a)« = e% 



^> 
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et comme le premier membre de cette dernière égalité a pour limitée, 

on a 

lim e' = e, 

d'où 

Uni z = lim — = i . 



§ 6. MÉTHODE INFINITÉSIMALE. 

37. D'après ce que Ton a vu plus haut (18), la méthode infinitésimale 
consiste à établir les relations qui existent entre des grandeurs quel- 
conques, en les considérant comme limites de rapports, ou comme limites 
de sommes, d'autres quatitités variables qui ont pour limite zéro, et 
entre lesquelles il est plus facile d'établir la comparaison, 

La rigueur, la fécondité et la simplicité de celte méthode dépendent 
surtout de deux propositions générales que nous allons établir^ après avoir 
posé quelques définitions. 

On appelle quantité infiniment petite, ou simplement infiniment petit, 
toute quantité variable qui a pour limite zéro. 

Ainsi, dans le problènae des tangentes (18, 2**) h ci k sont des quantités 
infiniment petites; dans celui des aires (18, 5°), les parallélogrammes tels 
que MPP'K sont des infiniment petits, etc. 

De même, lorsqu'une quantité variable reçoit des valeurs indéfi- 
niment croissantes^ en sorte qu'elle finit par dépasser tout nombre 
donné, on dit qu'elle devient infiniment grande, ou qu'elle a pour limite 
l'infini. 

Enfin, lorsque le rapport d'une quantité variable à une autre tend vers 
la limite zéro, la première est dite infiniment petite par rapport à la 
seconde. 

2S. Théorème I. — >La limite du rapport de deux quantités infiniment 
petites a et ^ n'est pas changée, lorsqu'on remplace ces quantités par 
d'autres a! et (3', pourvu que les rapports des premières à celle-ci aient 
respectivement pour limite l'unité, c'est-à-dire, que l'on ait 

lim — = 1 , lim ï: =1 . 

a p 
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ce C^ 

En désignant par jo, jo' les rapports ^^ , ^ , on a 

Les deux termes de ce rapport ayant pour limite l'unité, le rapport 
lui-même a pour limite l'unité, donc 

lim ^ =: i , lim p = lim p\ 



ce que nous voulions établir. 

L'observation suivante facilite souvent l'emploi de ce théorème. Soient 
a, a' deux infiniment petits dont le rapport a pour limite l'unité; e une 
quantité comprise entre a et a', en sorte que l'on ait 

Divisant par a ces inégalités, on a 

a e 

oc CL 

et comme, par hypothèse, lim — = i , le rapport - reste compris entre 

ot, ce 

l'unité et une quantité variable qui s'approche indéfiniment de l'unité : il 
a donc lui-même pour limite i. On a donc 

lim -- = i , lim - = 1 . 

a a 

Si a était négatif, la division par a' changerait le sens des inégalités, 
mais non la conclusion. 

Exemple : On montre, dans la trigonométrie, que la longueur de l'apc 
est toujours comprise entre celles de son sinus et de sa tangente. Soit a 
un arc infiniment petit, on a donc 

a == M (sin a,, tga). 
Or 

sin a 

= cos a , 

tga 

dont la limite est l'unité quand a tend vers zéro. Donc, les rapports 

a a 

sm a tang a 
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ont pour limite Tunitë, ainsi que leurs réciproques. Ainsi, dans tout 
rapport dont un des termes sera Tune des quantités infiniment petites» , 
sÎQ A, tg a, on pourra la remplacer par Tune des deux autres, sans que 
la limite du rapport proposé soit nullement altérée. 

•5t9. Thjêoréme II. — La limite d'une somme de quantités infiniment 
petites de même signe, dont le nombre croit indéfiniment, n'est pas changée 
lorsqu'on remplace ces quantités par d'autres, pourvu que les rapports 
des premières à celles-ci aient respectivement pour limite l'unité. 

Soient ai, as,.., (Xm des infiniment petits de même signe; (3i, (3<,.., (3» 
d'autres infiniment petits, tels, que les rapports 

ai as ccm 

Fi' f*""' '^^ 

tendent vers Funité lorsque m croit jndéûniment. D'après une proposition 
connue, on a (1) 

ai -H «s -♦-•••■♦- am \t ( ^^ ^* ûti»\ 

et tous ces rapports convergeant vers l'unité, le premier membre a pour 
limite l'unité ; ce qui exige évidemment que l'on ait 

/iin(ai -*- as H h am) = K»n((3i -*- j3s h 1- (3m). 

Si l'une des deux sommes était constamment égale & une valeur fixe A, 
l'autre aurait pour limite cette quantité A. 

SO. Les deux propositions précédentes peuvent s'énoncer d'une autre 
manière, eu égard à la remai*que qui suit : 

Théorème 111. — Lorsque deux infiniment petits a. et a' ont pour limite 
de leur rapport l'unité, leur différence $ est infiniment petite par rapport 
à chacun d'eux, et réciproquement. 

En effet, l'équation 



.*Â. 



peut s écrire : 

a a 

et le second membre ayant pour limite zéro par hypothèse, il en est do 
même du premier; donc d est infiniment petit par rapport à a' (27). 

5 
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-nnnue , 

1 \ 

C2x -f- A) + 2 sin- fc . cos - (2y -♦- fc) = 0. 




cos 



cos 






application du premier théorème : A et A: étant infini- 

i i i i 

eut remplacer sin-A par -A, sin -& par -rk^ sans 

2 2 2 2 

iu rapport; donc 



(.^!a) 



COS. „ . ^.- , 

k ,. V 2 y cos a; 

A / i ,\ cosw 

cos •--•'-* «^ 



(^-^--aO 



cosx 
cosj^ 

■rient angulaire cherché, ce qui suffit pour déterminer la 
courbe, au point (x, y). 

•le très-simple nous conduit à une conclusion importante : 

l'expression générale du coefficient angulaire r que si, au 

réquation d'une courbe, on savait déterminer d'une manière 

• partir d'une yaleur quelconque de l'abscisse, la limite du rap- 

iccroinements infiniment petits A et A:, on saurait aussi mener 

;c en un point quelconque de la courbe. Or, en vertu de l'équa- 

ne de k courbe, l'ordonnée est une fonction déterminée de 

- ; nous sommes donc conduits à nous poser ce problème d'analyse : 

tniner la limite du rapport des accroissements infiniment petits 

ondantê d*ûne fonction et de la variable dont elle dépend, à partir 

aleur quelconque de cette dernière. 

problème est proprement l'objet du cakul différentiel, mais sa solu- 

cmbrassera celle de beaucoup de problèmes, autres que celui des 

.^ntes. 
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39. Livntes de sommes. Reprenons ta question de l'aire comprise entre 
une courbe, l'axe des x, el deux ordonnées AB, A'B' de cette courbe 
(18, 5°). Après avoir, comme nous l'avons dit, partage cette aire en seg- 
ments MPP'M' par des parallèles k l'axe 
I des y, l'évaluation de ces segments cur- 
vilignes offrirait les mêmes difficultés 
I que celle de l'aire ABB'A' elle-même. 
I Mais si, par les sommets M des ordon- 
I nées, on mène des parallèles MK k l'axe 
I des x, on pourra, lorsque l'on fera ten- 
I dre vers zéro les divisions PP' de la base 
', substituer aux éléments MPP'M' de 
' l'aire de la courbe, les parallélogrammes 
infiniment petits MPP'K, sans que la limite de leur somme soit altérée 
par cette substitution , car le rapport des aires MPP'M', MPP'K a pour 
limite l'unîlé. En effet, menons par le point M', M'R' égal et parallèle à 
MK; les parallélogrammes MPP'K, R'PP'M', de même base PP', sont 
entr'eux comme leurs côtés MP, M'P", dont le rapport a évidemment pour 
limite l'unité quand P' se rapproche indéfiniment de P. Le rapport des 
aires MPP'K, R'PP'M' tend donc vers l'unité; l'aire MPPTH', comprise 
entre les deux précédentes (car PP' étant infiniment petit, on peut sup- 
poser que l'ordonnée varie toujours dans le même sens entre H et Sf), 
a donc avec chacune d'elles un rapport qui a pour limite l'unité. 

Ainsi, comme conséquence du second théorème fondamental, i'airc 
cherchée ABB'A' peut être considérée comme la limite de la somme des 
aires des parallélogrammes MPP'K, construits sur les ordonnées de la 
courbe, et sur les accroissements infiniment petits correspondants de 
l'abscisse. 
Soit, par exemple, à évaluer l'aire de la courbe 



entre deux ordonnées correspondantes k x^a, x=b. Divisons la por- 
tion 6 — a de l'axe des a: en m parties égales à «, d'où 

6 — a^ma; 
les ordonnées correspondantes aux points de division seront 
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la somme des aires des rectangles inscrits aura donc pour expression 

Taipe cherchée S est la limite de cette expression, m croissant à Tinfîni 
et a tendant vers zéro : il suffit donc de trouver la limite du rapport 

d'infiniment petits 



en posant 



Op, ceci donne 



d'où 



a, a 



c« — 4 =.(3. 



c« = 4 ^(3, a=l.(i-4-[3), 
a 1.(1 -h P) 



(5- fi 

cl comme, ^ étant infiniment petit, le second membre a pour limite Tunité 

(26), on a 

lim 1 = i . 

De là nous tirons 

S = e* — e« 

pour l'expression de Taire demandée. On remarquera qu'elle a pour me- 
sure la différence des ordonnées qui la terminent. 

On calculerait par des considérations analogues Taire d'un segment 
papabolique, circulaire, elliptique, etc. (0 

SI. Comme dernier exemple, calculons le volume engendré par une 
surface plane, tournant autour d'une droite fixe située dans son plan. 
Le parabole qui a pour équation 

tournant autour de son axe, engendre un paraboloïde de révolution. Par 



(ODcHAMEL, Éléments de calcul infinitésimal, ch. Vlll. 
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un point A de l'axe, menons un plan perpendiculaire k l'axe ; c'est 1»1 
volume compris entre ce plan et la surface qu'il faut évaluer. 

Pour cela, partageons la distance OA = oss 
du sommet au plan sécant, en m parties^ 
égales et infiniment petites a, i'où 

ma=a, a=— . 
m 

Par les points de division P, P*,.. menonse 
des plans perpendiculaires h l'ase : le vo — 
lumc sera partagé en tranches infiniment J 
minces MNN'M'. Pour nous débarrasser de s 
la portion difficile à évaluer dans chacune c 
de ces tranches, nous ferons voir, par un raisonnement tout semblable s 
à celui qui nous a servi dans la mesure des aires, que l'une quelconque s 
d'entr'elles, MNN'M', peut être remplacée par le volume du cylindre s 
MNSQ, qui a pour hase le cercle engendre par l'ordonnée HP de la para- - 
bole, et pour hauteur la distance PP'=:ec de deux plans sécants consé- - 
cutifs. La limite du rapport des volumes de la tranche et du cylindre est, 
en effet, égale à l'unilé, lorsque a tend vers zéro. Nous aurons donc, en 
désignant par x, y les coordonnées du point M, par i le nombre des 
divisions a comprises dans OP, 

I = OP = ta, y' = 2pj= ipia, 
vol. MNSQ = 7ty .a = 7r- 2/>ia* = 2jrpa*-^. 

Faisant successivement t'^l, 2,..., m — 1, dans cette formule et ajou- 
tant, nous aurons la somme des volumes de tous les cylindres inscrits, 
somme qui, d'après le 2™ théorème, a pour limite le volume V cherché, 
lorsque l'on fait croître m indéfiniment. 
Donc 

... m(m — I) 
= 2irpa' hm — - 



2m« 



<'-i)-' 



ou enfin, en désignant par 6 le rayon AB de la section terminale, et 
observant que l'équation de la parabole donne b* = 2pa, 
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On peut donc dire que le volume du segment de paraboloïde de révo^ 
lution est la moitié du volume du cylindre, de même base et de même 
hauteur, 

11 serait facile de multipJier ces exemples; ainsi, on ferait voir que 
le volume d'un cylindre droit, à base quelconque, a pour expression le 
produit de sa base par sa hauteur, en le décomposant en tranches infi- 
niment minces par des plans parallèles aux génératrices, et prouvant 
que ces tranches peuvent être remplacées par des parallélipipèdes; etc.. 
Mais le but des exemples ci-dessus étant simplement de faire saisir l'esprit 
de la méthode infinitésimale^ et de préparer aux méthodes de calcul qui 
permettront de résoudre ces questions bien plus facilement, nous conclu- 
rons par quelques remarques importantes. 

Remarques. 1"* Dans les questions traitées ci-dessus, nous avons, sans 
altérer l'exactitude des résultats, remplacé les infiniment petits qui fai- 
saient la difficulté de la question par d'autres plus simples ; mais ceux-ci 
auraient pu être choisis différemment. Ainsi, dans le calcul de l'aire 
d'une courbe, on peut substituer à volonté, aux éléments de la courbe, 
soit les parallélogrammes intérieurs MPP'K, ou extérieurs K'PP'M', soit 
les trapèzes inscrits PMM'F, etc.. Il suffit toujours que les quantités 
négligées soient infiniment petites par rapport à celles dont on cherche 
la limite du rapport, ou de la somme : pour le reste, le choix est arbi- 
traire, et l'on doit se régler sur la facilité des calculs. 
^ Dans la mesure de l'aire de la courbe 

nous avons été conduits à faire la somme des ordonnées des différents 
points de la courbe, multipliées respectivement par l'accroissement infini- 
ment petit de l'abscisse quand on passe d'un point au suivant; puis, à 
chercher la limite de cette somme. La même opération se présenterait 
évidemment quelle que soit la courbe. Or, l'ordonnée d'une courbe, 
comme on l'a vu, est une fonction de l'abscisse; nous sommes donc 
amenés à ce second problème d'analyse : 

Trouver la limite vers laquelle converge la somme des valeurs succes- 
sives d'une fonction, multipliées respectivement par les accroissements 
infiniment petits correspondants de la variable dont elle dépend; celle-ci 
étant supposée passer d'une valeur donnée a à une valeur donnée 6. 

Dans le calcul du volume du paraboloïde, on doit résoudre la même 
question : la fonction est tti/*. 



— 48 - 

Ce problème appartient au calcul intégral, et nous verrons d'ailleurs 
qu'il présente, avec celui qui fait l'objet du calcul différentiel, une 
liaison remarquable. 

§ 7. DES DIVERS ORDRES d'iNFIMMENT PETITS 

34. Lorsque, dans une question, l'on a à considérer plusieurs infini- 
ment petits dépendants les uns des autres, et tendant tous simultané- 
ment vers la limite zéro, il y a encore lieu à classer ces quantités dans 
des ordres différents, d'après les limites de leurs rapports mutuels. 

On dit que deux infiniment petits sont de même ordre, lorsque leur 
rapport tend vers une limite finie, différente de zéro. 

En général, on considère comme infiniment petit principal l'un de ceux 
du problème, et on lui rapporte tous les autres : désignons-le par a, et 
soit r un nombre entier ou fractionnaire. 

Tout infiniment petit dont le rapport à ar a pour limite une quantité 
finie, différente de zéro, se nomme un infiniment petit de l'ordre r. 

D'après cette définition, soit p un infiniment petit de Tordre r; k une 
quantité finie quelconque, différente de zéro; co une quantité tendant vers 
zéro avec a; on a 



lim^ = k^ d'où i-=fc-+-co, 
et par suite 

Tel est le type d'un infiniment petit de l'ordre r par rapport à a. Si r=i, 

p = a(fc-f-w) 

est du premier ordre; ou, ce qui revient au même, p est du même ordre 
que a. 

35. Partant de là, on peut établir sur les infiniment petits de divers 
ordres plusieurs propositions d'un usage fréquent. Soient p, p', p",... 
divers infiniment petits; r, r', r",... les nombres qui expriment leurs, 
ordres respectifs, rapportés à un même infiniment petit a; et soient 
r^^r" <:ir"... 

1° Z>e deux infiniment petits p et p', celui qui est de l'ordre le plus élevé 
est infiniment petit par rapport à l'autre (27). 
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On a en effet, d'après la formule ci -dessus, 

et, r' — r étant > 0, le rapport i- tend vers zéro en même temps que a; 

r 

donc p' est infiniment petit par rapport à p. 

Il suit de là que la valeur numérique de p' finit par devenir très-petite 
vi&4-vis de celle de p, et qu'ainsi 

2* De deux infiniment petits d^ordres différents par rapport à un même 
infiniment petit principal, celui qui est de l'ordre le plus élevé finit par 
avoir constamment la plus petite valeur absolue. 

5* La somme p -♦- p' -♦- p" h — est un nouvel infiniment petit de l'ordre r. 

Car 

p-4-p'-4-p''-4-"« p p' p" 

et, d'après ce qui précède, ^, r^'" ^^^ infiniment petits, tandis que 

•^ tend vers une limite finie : le premier membre tend donc vers une limite 

finie, ce qui démontre la propriété. 

4*» Le produit pp' est un infiniment petit de l'ordre r^^r' par rapport à a. 
On a en effet 






et le second membre est le produit de deux facteurs qui tendent vers des 
limites finies différentes de zéro, d'après la définition : donc, le premier 
membre a aussi une limite semblable, G. Q. F. D. 

On conclut de là, sans difficulté, que le produit pp'p" serait un infini- 
ment petit de l'ordre r -k-r' '\' r"; et ainsi de suite. La multiplication d'un 
infiniment petit par un facteur fini ne change pas l'ordre du produit. 

5"* Le rapport — de deux infiniment petits est un infiniment petit de 

k' -♦- w' 
tordre r' — r, car sa valeur (d"), divisée par a*^"^, se réduit à -= , 

u 

dont la limite y est finie et différente de zéro. 

k 

6 
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6' Si l'on prend un nouvel infiniment petit principal |5, de même ordfc^' 
tfue te premier a, Cordre infinitésimal des autres ne sera pas changé. 
Soit, en effet, p un înfiuiment petit de l'ordre r par rapport k a; oa. 

Or, -^ tend vers une limite finie dilTérentc de zéro: ? est dans le méme^ 

' «^ ' |3 

cas, par supposition, et aussi [ ô ) î '^ second membre tend donc vcr^s 

une limite finie, et par conséquent le premier. 

Cette propriété est utile dans les cas où l'on est amené à cfaenger d'în-— 
finiment petit principal. 

36. Exemples d'infiniment petit» de divers ùrdres. Pour éclaircir par 
des exemples ces considérations ab- 
straites , soit ABC un triangle rec- 
tangle dans lequel l'Iiypothénuse a. 
est infiniment petite, et l'angle C du 
premier ordre en prenant a comme 
infinimenl petit principal. Cherchons 
l'ordre infinitésimal des autres côtés P et y. Nous aurons 

^ = acosC, C=cosC, lim^=i, 

ainsi (3 est du premier ordre. 
Ensuite 

y = asinC; . 

or, un arc infiniment petit et son sinus sont toujours de même ordre, 
puisque la limite de leur rapport est l'unité (28); donc sin C est du pre 
mier ordre, et y, étant le produit de deux infiniment petits du premier 
ordre, sera du second ordre. 

Réciproquement, si un côté y du triangle rectangle est du second ordre, 
l'hypothënuse étant du premier, l'angle opposé C sera infiniment petit du 
premier ordre, à cause de la relation 

sinC==ï^- 
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Abaissons, du sommet A de l'angle droit, AD perpendiculaire sur l'hy- 
pothënusc : 

AD = |3smC, BD = ycosB = 7sinC; 
donc AD est du second ordre, BD du li-oisième, par rapport k l'hypothé- 
nuse a; etc. 

Considérons encore le même triangle ABC, mais supposons à rhypotfaé- 
ouse a une longueur finie quelconque, constante ou variable, l'angle C 
étant infiniment petit du premier ordre. La relation 

bit voir que p a une grandeur finie ; mais la différence 
o(_|3 = a(l — cosC)==2a9in' j. 

sera du second ordre, puisque sin - est du premier. Donc, si l'on pro- 

jeHe une droite finie sur une autre qui fait avec elle un angle infiniment 
^M^ ta différence entre la droite et sa projection est du second ordre, 

tftjÊ^MTt à l'angle compris. 
Cette remarque est souvent utile ; la suivante ne l'est pas moins : Un 
■'éiigb X étant projeté sur un plan, qui fait avec le plan de l'angle X un 
mgle infiniment petit, la différence entre l'angle X et sa projection est 
du second ordre par rapport d Cinclinaison a 
des deux plans. 
Soient BAC = X l'angle donne, B'AC' = X' 
I sa projection, AD Tintcrscction des deux plans, 
>B' un plan perpendiculaire à AD et coupant 
les deux plans suivant des droites BD, B'D qui 
font cntr'cUes l'angle a. En désignant par A, A' 
les angles CAD, CAD, nous aui-ons, les triangles CAD, CAD étant rectan- 
gles en D, 

,, CD CDcosa 
lgA=™ = _-^=,BAcos«, 

. ,v ■ 'g A (■! — cos «) 2 tg A . , a . 

et comme A — A' est infiniment petit, on peut, en négligeant des quan- 
tités d'ordre supérieur, écrire 

A — A' ^ , — =-;-7 sin' - = sin 2A sin' ^ ■ 
1 -H tg* A 2 2 




En appliquant le même raisonnement aux angles BAD, B'AD, on aur 
de même 

(A ^ X) — (A'^ X') = sin 2 (A -^ X) sin» | , 

et d'après l'équation précédente 

X — X'= [sin 2 (A -f- X) — sin 2A] sin« ^, 



ou enfin 



X — X' = 2 sin X eos(2A -*- X) sin« | 



Les termes négligés n'altérant cette expression que d'une quantité infi- 
niment petite par rapport à elle-même, X — X' est bien du second ordre 
par rapport à a, comme nous l'avons annoncé. Cela a lieu quel que soit 
l'angle X; mais s'il était infiniment petit, l'équation montre en outre 
que la différence entre cet angle et sa projection serait infiniment petite 
par rapport à Fangle X lui-méine, car sin X est de même ordre que X, et 

sin' - tend vers zéro par hypothèse. Si X et a étaient du premier ordre, 

X — X' serait du troisième 0). 



(i) L*application de la méthode infinitésimale à Pétude des propriétés géométriques, 
indépendamment de Talgorithme différentiel, n'entre pas dans le plan de cet ouvrage. 
Néanmoins, comme c*est là un excellent exercice, nous indiquerons aux lecteurs les 
les écrits suivants : Duhamel, Éléments de calcul infinitésimal, ch. YIII à XXI. — 
Bektrakd, Calcul différentiel, ch. I. — Ruchonnet, Exposition géométrique des propriétés 
générales des courbes, Lausanne, 1866. — Divers travaux de M. A. Mannheim, dans le 
Jouirai de l'Ecole polytechnique^ les Annales de Tortolini, etc. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DE LA CONTINUITÉ DES FONCTIONS, ET DE LEURS DÉRIVÉES. 

37. Désignons par f (x) une fonction de la variable x^ que nous sup- 
poserons réelle pour toutes les valeurs de la variable x comprises entre 
deux valeurs données x = a et x == 6. Si nous concevons que la variable 
passe successivement par toutes les valeurs depuis x = a jusqu'à x = 6, 
et si alors la fonction f (x)^ conservant toujours une valeur finie, ne peut 
passer d'une valeur quelconque à une autre sans passer par toutes les 
valeurs intermédiaires, nous disons que cette fonction est continue par 
rapport à x depuis x = a jusqu'à x = 6. 
La représentation géométrique donne une idée très-nette de la conti- 
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nuilé des ronctions : prenons a; pour l'abscisse, î(x] pour IVtrdonnéc cor**-* 
respondnntc d'une courbe plane ; cette courbe présentera, entre les point9 * 
P et Q qui répondent aux abscisses a ei ^» 
/(, un Irait (oiilinu cl sans interruption. <^ 
La définition de la contiuuité donne» m. 
lieu à quelques remarques. 1> Pouima: 
chaque valeur attribuée h la variable x^.'^k 
la valeur de la fonction t{x) se déduiKst 
générulemcnt de sa définition mêmes : 
touterois, il y a des fonctions telles quCj^f 
pour certaines valeurs de x, l'opératioiifs 
par iuqueilc on calcule généralement Ja valeur de la fonction conduit i& 

un résultat qui n'a aucun sens, comme ^, O-oo, etc. Dans ce cas, om< 

suppose que x tende indéfiniment vers une des valeurs particulières dont^^ 
il s'agit, x=Xo; on cherche la limite vers laquelle converge en mèriK»M. 
temps la valeur de î{x), et cette limite, si elle existe, est regardée comm»f 
la valeur de la fonction répandant à x^xo. Cesl ainsi qu'en algèbre I^i 
fonction A', qui pour x = prend la forme insignifiante A*, est dit»J 
égale à l'unité dans ce cas, l'unité étant la limite de A* lorsque x a pouc k 

limite zéro. De même, la fonction (1 -h x)' est égale à e pour 3:=0. 

Il peut arriver que l'on trouve deux limites différentes, donc deu^c^ 
valeurS'dc f (x) pour x=Xo, selon qu'on suppose i> Xo ou x <Xo- 

2° Une fonction peut admettre plusieurs valeurs pour chacune dc^^ 
valeurs de la variable dont elle dépend : tel est le cas, par exemple, d'un^^ 
fonction y de x, définie par une équation algébrique d'un degré supérieur' 
au premier en y. La fonction est dite alors à (iétermination multiple. 
Dans ce cas, il est bien entendu que pour appliquer Ji une telle fonction, 
les notions et tes propriétés qui résultent de la continuité, on devra isoler 
les différents systèmes de valeurs, et ne considérer simultanément que 
les valeurs enchaînées les unes aux autres par la loi de continuité. 

3* D'après notre définition, une fonction peut cesser d'être continue, 
pour une valeur particulière de la variable, soit en devenant infinie, 

comme la fonction tang x pour x = -j soit en devenant indétermijtée, 
comme la fonction sin- pour x = (car elle oscille indéfiniment entre 
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— i et -*- 1 sans tendre vers une limite fixe lorsque x tend vers zëro) ; 
soit en passant brusquement d'une valeur à une autre lorsque x atteint 

Ravaleur en question, comme la fonction e ' pour x = 0. Dans ces 
<iifféi*ents cas, on dit que la fonction devient discontinue pour la valeur 
de X dont il s'agit. 

Enfin, si la fonction est continue entre deux valeurs de x qui com- 
prennent une certaine valeur a;o, quelque rapprochées qu'elles soient, 
OQ dit que la fonction est continue dans le voisinage de x = xo, 

S8. Toute fonction continue jouit d'une propriété remarquable, qui 
peut servir aussi, soit à définir, soit à constater la continuité. Concevons 
<iu'ane fonction f (x) soit continue entre deux valeurs a et 6 de la va- 
nable, et soient x, x-^h deux valeurs comprises dans cet intervalle, h 
étant infiniment petit. Il est clair que la différence des valeurs correspon- 
liantes de la fonction, 

f(x^A)-f(x), 

sera infiniment petite en même temps que h. En effet, si la différence 
entre f{x-*-h) et f(x) ne décroissait pas au-dessous de toute grandeur 
donnée lorsque h tend vers zéro, il en résulterait que la fonction pas- 
serait brusquement d'une valeur à une autre en x, et ne serait pas 
continue. La figuration géométrique de la fonction met d'ailleurs ce fait 
en évidence. 

Au moyen de cette propriété, on peut facilement s'assurer de la conti- 
nuité des fonctions simples, des fonctions composées, et reconnaître 
iusqu'à quelles valeurs de la variable s'étend la continuité de ces fonc- 
tions. Ainsi les fonctions x"*, m étant entier et positif. A', sin x, sont 
continues depuis x = — oo , jusqu'à x= -4- « ; car on a, par exemple, 

et comme A* tend vers l'unité quand h tend vers zéro, cette différence est 
infiniment petite avec h, quel que soit x; la fonction -^ est continue, sauf 

X 

pour x=:0 qui la rend infinie; et ainsi des autres fonctions. 

39. Les définitions et les principes relatifs à la continuité s'étendent, 
sans difiîculté, aux fonctions de plusieurs variables. Ainsi une fonction 
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f (X; y, z), supposée d'ailleurs constamment réelle entre deux valeurs don- 
nées de chaeune des variables Xy y, z, est dite continue par rapport à ces 
variables entre les valeurs dont il s'agit, lorsqu'elle reste toujours finie et 
ne varie que par degrés insensibles, tandis qu'on fait varier ne, y, z par 
degrés insensibles sans sortir des limites assignées par les valeurs données. 
Ainsi les fonctions 

X* -4- y* -♦- 2*, xyzy sin {x -§- y), 
sont continues entre des valeurs quelconques des variables; la fonction 

— également, sauf dans le voisinage de z=0, etc., etc. 

z 

Il résulte de là que, hj k, l désignant des accroissements infiniment 
petits de Xy y, Zj la quantité 

f (x -*- A, y -f- fc, jî -♦- /) — f (x, y, z) 

sera infiniment petite, si Xj y y z sont compris dans les limites de la con- 
tinuité de la fonction. En d'autres termes, si l'on fait tendre les variables 
Xj y, z vers des limites a, 6, c, la fonction î{x, y, z) s'approchera indéfi- 
niment de f{a, b, c), puisque la différence 

doit être infiniment petite avec x^^a, y — 6, etc. Nous avons déjà utilisé 
cette propriété des fonctions (17). 

Pour ce qui concerne les valeurs-limites, les fonctions à détermination 
multiple, les discontinuités qui peuvent se présenter dans les fonctions de 
plusieurs variables, nous renverrons à ce qui a été dit plus haut des 
fonctions d'une variable unique 0). 

40. Les fonctions continues jouissent d'une autre propriété bien remar- 
quable, et sur laquelle repose toute la suite de ce cours. 

Soit y =:f(x) une fonction de la variable x; si, partant d^une valeur 
quelconque de x comprise dans l'intervalle où la fonction est continue, 



(i) Nous ne pouvons qu^indiquer ici cette importante théorie de la continuité des 
fonctions. Le lecteur désireux d'approfondir ce sujet pourra consulter Nbumann, 
Vorlesungen uber Riemann's Théorie der Abelschen Intégrale, â*»* leçon ; et Gasorati, 
Teorica délie funzioni di vanabili complesse^ pp. 190-209. 
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nous donnons à la variable un accroissement infiniment petit Ar^ Taccrois- 
semenl correspondant de la fonction, 

At/==f(x -+- Ax) — f (a:), 

sera lui-même infiniment petit, d'après ce que nous avons vu (58). Mais 

de plus, ces infiniment petits seront généralement de même ordre, c'est- 

Ay 
à-dire que, quand Ax et Ay tendent à la fois vers zéro, leur rapport ■— 

tend généralemefit vers une limite finie, déterminée et différente de zéro, 

sauf pour des valeurs isolées et exceptionnelles de la variable x. 

C'est ainsi que nous avons trouvé, pour la fonction y définie par 

rëquation 

sin X -*- siny = a, 

la relation 

, . fc cos X 

tim r = j 

h cos y 

h cik étant précisément les quantités que nous désignons ici par Ax et Ay. 

La démonstration complète du théorème général que nous venons d'énon- 
cer offrant quelque difficulté, nous ne la donnerons pas ici (v. note II), et 
nous admettrons le théorème comme un fait, qui sera d'ailleurs vérifié par 
la suite. 

Cette limite du rapport Ay : Ax dépend d'ailleurs évidemment de la 
valeur de x à partir de laquelle raccroissement est donné; elle est donc 
variable, en général, avec x, et en est une fonction déterminée^ comme 
on le voit dans l'exemple ci-dessus. Nous appellerons cette fonction la 
dérivée de la fonction f (x), et nous la désignerons par f (x), en sorte 
que l'on aura 

Ax Ax 

On démontre encore (v. noje II) que la fonction f (x) est elle-même 
généralement continue par rapport à x en même temps que f(x), sauf 
pour des valeurs isolées et exceptionnelles de x, où elle peut devenir 
infinie, ou indéterminée, ou passer brusquement d'une valeur h une 
autre qui en diffère d'une quantité finie. Ces discontinuités de la dérivée 
répondent à des singularités que présente la direction de la tangente, en 
certains points de la courbe donnée par l'équation 

y = f(x), 

7 
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car, d'après ce qui a été établi plus haut, le coefficient angulaire de la 
tangente en un point de la courbe a pour expression la dérivée de l'or- 
donnée par rapport à l'abscisse, au même point. 

41 . Nous pouvons établir des à présent quelques propriétés remarqua- 
bles de la dérivée d'une fonction en nous aidant de la notation suivante : 
nous désignerons par 

a 

une moyenne entre toutes les valeurs successives par lesquelles passe une 
fonction (p{x), lorsqu^on fait varier x d'une manière continue depuis 
la valeur a jusqu'à la valeur (3. 

I. Concevons que, Ax et Ai/ représentant des accroissements finis 
correspondants de x et de y, on fasse passer la variable de la valeur x, 
à la valeur x-t-Ax, par une suite d'accroissements de même signe Ai, 
/^sv) hml et soient A:i, As,..., km les accroissements correspondants de y, 
en sorte que 

Ax= Al -♦- As -♦- • • • -*- hm, Ay = Al •+- As -«- ••••+-/:, 



»«!• 



On a, comme on sait, 

Ay kl -t- fcs 



l'fi» 



Ax Al -t- As -t- • • • -4- Am 



=M(t t Ë) 



et cette égalité subsiste quel que grand que soit le nombre m des sub- 
divisions Al, As,... Or, quand ce nombre m croît indéfiniment, tous les 

éléments Ai, As,... hm tendant vers zéro, les rapports —^ —v? 7^ 

Al As hm 

ont évidemment pour limites respectives les différentes valeurs que la 
dérivée f (x) comporte entre les valeurs x et x -t- Ax de la variable, et 
puisque l'équation ci-dessus ne cesse jamais d'avoir lieu, on a, à la limite, 

Aw ,,a;+Aaî 

(i) i=M, f'(x). 

Ainsi, le rapport des accroissements simultanés de y et de x est une 
moyenne entre toutes tes valeurs par lesquelles passe la dérivée de y par 
rapport à x, lorsque la variable parcourt dhme manière continue Vin- 
tervalle compris entre sa première et sa dernière valeur. 
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Il faut remarquer que cette équation (1) ne suppose aucune condition 
de continuité dans la dérivée {'(oc). 

II. Une quantité constante, c'est-à-dire indépendante de x, ne varie 
pas quelque valetir qu'on attribue à x ; sa dérivée est donc constamment 
nulle. Réciproquement, une fonction dont la dérivée par rapport à x* est 
nulle quel que soit x, se réduit nécessairement à une constante : car il 
suit de l'équation (1) que si f'(x) est constamment nul entre deux valeurs 
a et 6 de x, Ay sera aussi constamment nul, quel que soit x, pour un 
accroissement Ax de la variable ; y reste donc invariable lorsque x varie 
et ne peut être fonction de x. 

III. Si f'(x) conserve le même signe pour toutes les valeurs de la varia- 
ble comprises entre deux limites très-rapprochées x, x -h Ax, ce signe 
sera aussi celui du rapport Ay : Ax, d'après (i). Donc, tant que la dérivée 
r(x) reste positive, les accroissements Ax, Ay sont de même signe, c'est-à- 
dire que la fonction f (x) varie dans le même sens que sa variable. Au 
contraire, tant que la dérivée r(x) reste négative^ Ay est de signe contraire 
à Ax, ce qui fait voir que la fonction décroit lorsque la variable croit y et 
vice-ver sa. 

IV. Quand les deux membres d'une équation sont fonctions d'une même 
variable x, et que l'équation a lieu indépendamment de toute valeur par- 
ticulière attribuée à x, un accroissement infiniment petit donné à x déter- 
mine des accroissements égaux des deux membres de lequation : d'où 
l'on conclut sans peine que les dérivées de ces deux membres, considérés 
comme fonctions de x, sont constamment égales quel que soit x. 
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CHAPITRE II. 

DES DIFFÉRENTIELLES DES VARIABLES ET DE LEURS PROPRIÉTÉS 

FONDAMENTALES. 

§ 1. DES DIFFÉKENTIELLES. 

4Ï. On a trouvé avantageux de représenter cette limite du rapport de 
deux infiniment petits, que nous avons appelée la dérivée d'une fonc- 
tion, par un véritable rapport : on a nommé différentielles de deux varia- 
bles y et Xy dont la première est fonction de la seconde, deux quantités dont 
le rapport est rigoureusement égal à la limite du rapport des accroisse- 
ments infiniment petits correspondants de y et de x. 

On voit par là que ces différentielles, considérées en elles-mêmes, 
sont des quantités totalement indéterminées : il n'y a de déterminé que 
leur rapport, qui est une fonction bien définie de la variable a?, puisqu'il 
ne diffère pas de la dérivée de y par rapport à x. Celte indétermination 
des différentielles présente des avantages précieux. 

Les accroissements finis ou infiniment petits des variables se désignent 
comme nous l'avons déjà fait, par la caractéristique A, placée devant ces 
variables. Ainsi 

Ax, At/, Ajz,... 

signifient les accroissements ou les différences de x, y, z... 
Les différentielles sont indiquées par la caractéristique d. Ainsi 

dar, rfy, az,... 

représentent les différentielles des variables x, y, z... 

On marque la dérivée d'une fonction d'une seule variable par un accent 
dont on affecte le signe représentatif de la fonction. Ainsi î'{x) signifie 
la dérivée de la fonction f (x) par rapport à x. Nous emploierons aussi la 
notation très-commode de Cauchy, qui place devant la fonction la lettre D, 
affectée d'un indice marquant la variable à laquelle se rapporte la dériva- 
tion ; de sorte que 

représente la dérivée, par rapport à x, d'une fonction y de cette variable. 
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A Taidc de ces notations, nous pouvons écrire, comme conséquence de 
nos définitions, 

et aussi 

dy = D,y • dx , 

en sorte que, si la dérivée d'une fonction est connue, il suffit toujours de 
la multiplier par la différentielle de la variable pour avoir la différentielle 
de la fonction. 

413. 11 suit encore, de la première de ces équations, que si Ton désigne 
par (ù une quantité qui tend vers zéro en même temps que Ax, on aura 

—^ = D,y -H 6) , d'où Ay = D,y • Ax -♦- «Ax. 

Or, «Aaf étant infiniment petit par rapport à Ax, Ay et D,y • Ax ne 
diffèrent l'un de l'autre que d'une quantité infiniment petite par rapport 
à Ax, et conséqiiemment par rapport à Ay, si D,y n'est pas nul. D'ail- 
leurs, dx étant indéterminé, rien ne nous empêche de choisir dx égal à 

Ax, et il viendra, en négligeant une quantité infiniment petite par rap- 

« 

port à Ax ou Ay, 

Ay = D,y • Ax =.D,y • dx = dy. 

C'est-à-dire que, lorsqu'on prend la différentielle de la variable égale 
à son accroissement infiniment petit, on peut aussi i-emplacer l'accroisse- 
ment infiniment petit de la fonction par sa différentielle, dans tous les 
cas oii il est permis de négliger une quantité infiniment petite par rap- 
port à cet accroissement lui-même. 

Cette remarque est très-utile dans les questions où Ay est un terme 
d'un rapport ou d'une somme d'infiniment petits. 

44. Théorème fondamental. Soient y, z deux fonctions d'une même 
variable x; Ar, Ay, Az les accroissements infiniment petits correspon- 
dants des variables X, y, z; dx, dy, dz, leurs différeutielles, c'est-à-dire, 
d'après la définition (42), des quantités indéterminées assujéties seule- 
ment à satisfaire aux équations 

dy ,. Ay dz ,, Az , 
dx Ax dx Ax 
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il y a donc une des trois quantités dx, dy, dz qui reste absolument 
arbitraire. 
La sërie d'égalités évidentes 

.. ^ _ i. \Ax/ _ D^z _ \dxy _ dz 



/Ay\ D.y fdy\ 
\AxJ \dxj 



nous fait voir i° que ta limite du rapport des accroissements infiniment 
petits de z et de y, ou la dérivée de z considéré comme fonction de y, 
est égale au quotient des dérivées de z et de y par rapport à une même 
variable x dont y et z dépendent; ^^ que cette même dérivée est encore 
égale au rapport des différentielles de z et de y, prises en regardant y 
et z comme fonctions de la variable x. 

Cette dernière remarque est fort importante; on en tire d'abord les 
eonséquences suivantes : 

I. Soient x, y, z, i/,... des variables dont chaeune est fonction immé- 
diate de la précédente, en sorte que Ton a 

y = f(x), z = t3f{y\ u = ^{z),... 

II est clair que Ton peut les considérer toutes comme fonctions de la 
première, x, et, dans cette bypotbèse, désigner par dx, dy, dzy du,,.. 
leurs diflFérentielles. On a identiquement 

du du dz dy 
dx dz dy dx 

Or, d'après le théorème précédent, le rapport des différentielles de deux 
variables quelconques sera toujours égal à la dérivée de la première par 
rapport à la seconde; cette équation peut donc s'écrire 

D,w == D-w • DyZ • D,y. 

Ainsi la dérivée de u par rapport à x s'obtiendra en faisant le produit 
des dérivées de u par rapport à z, de z par rapport à y, et de y par 
rapport à x. 

Cette règle, qui aurait lieu quel que soit le nombre des fonctions accu- 
mulées, s'appelle la règle des fonctions de fonctions. 

II. Quand une variable y est fonction d'une autre variable x, récipro- 
quement, celle-ci est fonction de la première : on peut donc se proposer 
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de trouver sa dërivëe par rapport à y. Il suffît, pour résoudre cette 
question, de supposer dans le théorème fondamental que la fonction z se 
réduise à la variable x, ce qui donne 

Az = Axy D:rJ3=l, dz = dx, 
et Ton a 

_ ,. Ax i dx 

D X = lim -r- = — — = -r- 9 

ày Dry dy 

c'est-à-dire que la dérivée de x par rapport à y est la réciproque de la 
dérivée de y par rapport à x. C'est ce qu'on nomme la règle des fonctions 
inverses. 

45. Généralisation de l'idée des différentielles. Le théorème fonda- 
mental nous permet d'étendre, à tous les cas qui peuvent se présenter, la 
définition des difTérentiellcs. 

Soient x, y, z,.,, u, v, w, des variables en nombre quelconque, entre 
lesquelles existent certaines relations. On appelle différentielles de ces 
variables, et l'on désigne par les notations 

dx, dy, dz,.»,y du, dv, dw, 

des quantités telles que le rapport de deux quelconques d'entr'elles est 
égal à la limite du rapport des accroissements infiniment petits corres- 
pondants des mêmes variables, en sorte que 

du ,. Am dy ,. Av 

--. = (tm-r— , -7^ = et»Wx j etc.... 

dx Ax dw lAW 

Mais, pour justifier cette définition, quelques observations sont néces- 
saires, et deux cas très-distincts doivent être examinés. En premier lieu, 
il peut se faire que, d'après la nature de la question, les variables x, y,... 
V, IV, soient liées entr'elles de telle manière que la valeur de l'une d'elles, 
par exemple de x, détermine celles de toutes les autres, qui en seront 
conséquemment des fonctions : x étant la variable indépendante. Dans ce 
cas, d'après la définition primitive déjà connue (42\ les différentielles 
dy, dzy.,, dw des fonctions y, z,... w sont des quantités dont les rapports 
à dx sont respectivement égaux aux dérivées D,i/, D,z,... D^w de ces 
fonctions par rapport à x, dx restant arbitraire. En sorte que la définition 
générale des différentielles, que nous venons de donner, ne fait autre 
chose que rappeler la propriété de ces différentielles qui fait l'objet du 
théorème fondamental, savoir, que le rapport de deux quelconques 



— 64 — 

d'entr'elles est encore égal à la limite du rapport des accroissements 
correspondants des mêmes variables. 

En second lieu^ et c'est le cas le plus général, les relations qui existent 
entrelcs variables x, i/,... w peuvent être telles, que plusieurs d'entre ces 
variables restent arbitraires et indépendantes ; par exemple, x^ y, z : 
les autres étant des fonctions de celles-là. Et comme les accroissements 
simultanés et infiniment petits de deux variables qui ne dépendent pas 
l'une de l'autre, sont dans un rapport arbitraire qui ne converge vers 
aucune limite déterminée, la définition générale ci-dessus paraît n'avoir 
aucun sens. 

Mais, sans rien changer au fond des choses, on peut les présenter 
sous un point de vue qui nous ramène au premier cas. Il est visible, 
en effet, qu'au lieu de considérer les variables indépendantes x, y, z 
comme recevant des valeurs arbitraires , il revient au même de les 
regarder comme des fonctions d'une certaine variable nouvelle f, pourvu 
que nous ne précisions nullement la nature de ces fonctions, que nous 
les regardions comme pouvant recevoir toutes les formes possibles; 
comme étant, en un mot, des fonctions arbitraires. Par cette hypothèse, 
les variables x, y, jz... w, v, w deviendront toutes des fonctions d'une 
même variable indépendante t\ seulement, parmi ces fonctions, il y en 
aura un certain nombre à qui l'on pourra attribuer telle forme qu'on 
voudra. Dès lors, nous sommes ramenés au premier cas, celui où toutes 
les variables dépendent d'une variable unique; nous pouvons donc appli- 
quer la définition primitive des différentielles, et nous devons remarquer 
d*» Qu'il y a toujours au moins une différentielle qui reste indéterminée ; 
2» Que le rapport des différentielles de deux variables quelconques est 
toujours égal (44) à la limite du rapport des accroissements infiniment 
petits correspondants de ces variables, ce qui achève de justifier l'extension 
que nous avons donnée à l'idée des différentielles et la définition générale 
adoptée ci-dessus; 

3** Que les différentielles des variables x, y, z, ou leurs dérivées par 
rapport à t, restent arbitraires aussi longtemps qu'on ne particularise 
point les relations indéterminées que l'on a supposées entre x, y, z et t. 
Il va sans dire que l'auxiliaire f, introduite uniquement pour l'unité 
des principes, ne figurera même pas dans les formules, et qu'on pourra 
toujours choisir, pour jouer ce rôle, l'une des variables de la question, 
X par exemple. 
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Pour éclaîrcir ces notions par un exemple, supposons que 

z = t{x,y) 

soit réquation d'une surface : x et iy sont ici deux variables indépen- 
dantes dont z est une fonction déterminée. Mais on peut tout aussi bien 
considérer x comme la variable indépendante, et y comme une fonction, 
mais une fonction arbitraire, de x : cela revient évidemment à admettre 
que la projection du point (x, t/, z) sur le plan horizontal, au lieu de se 
déplacer sans aucune loi, se déplace le long d'une ligne de forme arbi- 
traire, ce qui est bien la même chose. Et il y aura cet avantage, que les 
relations établies entre les différentielles dx, dy^ dz sous ce point de vue 
général, s'appliqueront d'elles-mêmes aux courbes tracées sur la surface 
donnée. 

46. Désignons par u une fonction de plusieurs variables Xy y, z^,,, 
dépendantes ou indépendantes. On peut toujours concevoir que l'on 
fasse varier une seule des quantités x, y y z,..., les autres demeurant 
constantes : u sera ainsi considéré successivement comme fonction de x 
seul, de y seul, etc. L'accroissement de la fonction t/, dû à un accrois- 
sement donné ainsi à une seule des variables x, y^... dont elle dépend, 
se nomme sa différence partielle par rapport à x, à ^, etc., et se désigne 
par A,t«, AyU, etc. On a donc, en posant u =3 f (x, t/, z), 

A,M=f (x-^Ax, y, iç) — f (x, y, z), Ayt/=f (x, y-^Ay, z) — f(x, y, z), 

etc... 

De même, les dérivées et les différentielles de w, considéré ainsi 
successivement comme fonction de x seul, ou de y seul,..., se nomment 
ses dérivées partielles et ses différentielles partielles^ et on les désigne, les 
premières par 

BsUy DyUy DgU^...; 

les dernières par 

dxUy djfUy dsti,... 

En vertu de ces définitions, on a les relations 

,. àsU _ dsU 

Ax dx 

Ay dy 



et ainsi de suite. 



8 
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Il importe de distinguer ces différences et ces différentielles partielles de 
la fonction u, de raccroîssement et de la différentielle de cette fonction, rap- 
portes à l'hypothèse où toutes les variahles x, y, ^,.« sont censées dépendre 
d'une même variable auxiliaire, et varier toutes simultanément, comme 
nous l'avons expliqué ci-dessus (45). C'est pourquoi Paccroissement et la 
différentielle de u, pris sous ce dernier point de vue, se nomment sa diffé- 
rence et sa différentielle totales^ et se désignent simplement par Auj du. 

47. L'opération qui a pour but la détermination des dérivées ou des 
différentielles des fonctions, se nomme différentiation ; l'ensemble des 
méthodes créées pour cet objet constitue le calcul différentiel. 

La recherche des différentielles dans tous les cas est extrêmement sim- 
plifiée par l'usage d'un théorème remarquable, qui donne l'expression de 
la différentielle totale d'une fonction au moyen de ses différentielles par- 
tielles, et qui ramène ainsi tout le problème au calcul des différentielles 
des fonctions simples. Nous allons exposer d'abord ce théorème. 

§ 2. EXPRESSION DE LA DIFFÉRENTIELLE TOTALE d'uNE FONCTION DE 

PLUSIEURS VARIABLES. 

48. Soient F{u, v) une fonction de deux variables ti, i;, indépendantes 
ou fonctions elles-mêmes d'autres variables; Fi(w, v) = D«F, Fa(w, r) 
= D»F ses dérivées partielles par rapport k u ci v. D'après la théorie 
exposée plus haut, pour calculer la différentielle totale de F(ii, v), nous 
devons toujours regarder u eiv comme dépendant d'une certaine variable 
auxiliaire f, dont l'accroissement infiniment petit engendre les accroisse- 
ments infiniment petits At/, Av de ces variables, et l'accroissement AF de 
la fonction proposée. Or, ce dernier, 

AF = F(w -♦- Aw, V -♦- Ar) — F (w, v) 
peut s'écrire 

AF = [F(w H- Al/, v) — F(î/, v)] -h [F(tt-t- At/, v-^Av) — F(m -+- Aw, v)], 

ou encore, suivant les notations adoptées ci-dessus, 

AF = A«F (m, t;) -4- A,F (u -4- Aw, v). 

Mais on a, d'après la propriété démontrée (45), 

A«F (w, i?) = [Fi (î/, v) -^ w] Au, 
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(ù étant infiniment petit avec Au; et de même 

ApF (u -t- Au, v) == [Fa (m -h Aw, v) ■+• wi] Av, 

wi tendant vers zéro avec Av. D'autre part, la dérivée Fa (w, v) étant 
supposée fonction continue de u et de v, Fa {u + Au, v) ne peut différer 
de Fa (u, v) que d'une quantité coa qui tend vers zéro avec Au. On a 
donc, en substituant, 

AF = [Fi (u, v) •+- w] Au -♦- [Fa (u, v) -♦- Wa + «i] Av; 

d'où, divisant toute l'équation par Af, faisant converger At vers zéro et 
par conséquent Au, Av, puis remplaçant chaque terme par sa limite, 

dT du dv 

^=F.(u,v).-j^+Fa(u,v)^^. 

Multipliant par dt et remplaçant Fi et Fa par D^F, D„F, il vient enfin 

dF = DuF . du H- D„F . dv, 

ce qui est l'expression de la différentielle totale de F (u, v) en fonction 
de ses dérivées partielles par rapport à u et v. 

Le même raisonnement s'étend sans difficulté à une fonction de trois, 
quatre variables, et pour une fonction F (u, r, u?,...) d'un nombre quel- 
conque de variables, indépendantes ou non, l'on aura 

(i) dF = DuF • du -4- DeF • dv -+- DJP - dw-i — , 

ou plus simplement, en employant la notation des différentielles par- 
tielles, 

(2) rfF = duF H- d^F H- d^F -^ •• 

La différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables est donc 
toujours égale à la somme de ses différentielles partielles, par rapport à 
chacune des variables prise séparément. 

Nous allons développer les conséquences nombreuses de ce théorème. 

49. On sait que l'accroissement infiniment petit d'une fonction et 
sa différentielle ne diffèrent que d'une quantité qui est infiniment petite 
par rapport à l'accroissement de la variable indépendante. On peut donc 
tirer de l'équation (2) celle-ci : 

AF = A«F -t- A„F -4- A.c;F-+-.. -f-£, 
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e étant infîniment petit par rapporta Au, Av^ Au?^..., car il est infini- 
ment petit par rapport à Af, et comme u, v, w^.,. sont toujours consi- 
dérés comme fonctions de la variable auxiliaire t, leurs accroissements 
Ati, Av,.** sont implicitement regardés comme étant du même ordre que 
Af, du moins en général (40). 

50. Différentielles (Vime somme, d'un produit y etc., de pltisieurs 
variables. — Remarquons d'abord que, si a est une constante, on a 

A (m -♦- o) = At/, lim—^^ •' = -^-T ^ = 1. 

^ ' An du 

d'où 

d{u -f- o) = duj 

c'est-à-dire qu'on peut ajouter une constante quelconque à une fonction 
sans modifier sa différentielle. 
Ensuite, comme on a 

A (au) = a^u, lim — ^ — - = — V— = a , 
^ Au du ' 

d'où 

d {au) = aduy 

on conclut que la différentielle du produit d'une fonction par une 
constante est le produit de la constante par la différentielle de la fonction. 
Soit a = ±1, 

d (=fc u) = =fc du. 

Gela posé, attribuons, dans Téquation (2) du n"" 48, diverses formes à 
la fonction V{u,v, w,...), et soit d'abord 

F(w, r, te;,...) = wdt V =fct(;=fc»«» 

La différentielle de F, prise en faisant varier u seulement, est égale, 
d'après la première remarque, à ctn; de même, d,F se réduit à 
rf (zb v) = db dv, etc., et l'équation (2) devient 

dF = d{uà=.v±w zt'.-)=:dtt=fcdv=h du? ±-- 

La différentielle de la somme algébrique de plusieurs variables est la 
somme algébrique des différentielles de ces variables. 
Soit, en second lieu, 

F(u, r, u?,...) = tit;tt-... 
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D'après la seconde remarque ci-dessus, Ton a 

duF = vw... du, dvF= uw.., rfr, etc., 
et le théorème général donne 

dF = d.uvw-" = VW'*' du -h uW"* dv -h uv»" dw -♦-•••(0, 

ou encore 

, /du dv dw \ 

\u V w y 

Cette règle sert à différéntier le produit d'un nombre quelconque de 
variables. Pour deux variables u et v, Ton a 

dMV = vdu -+• udv. 

Pour m variables égales à u. Ton a 

rf.u*^ zzzzu"^ ' m — = mw^^^du, 

u 



Soit enfin 






On ti^e de là 



et par suite 



d'où enfin 



u = vF , du= Fdv -♦- vdF, 



i i / u \ 
dF= -{du — Fdv) = -ldu dvY 



-„ , u vdu — udv 
dF = a. - = — 



v v* 



Telle est la formule que l'on emploie pour trouver la dififérentiellc d'un 
quotient de deux fonctions. Il peut arriver que l'une d'elles se réduise 
à une constante a, auquel cas sa différentielle est nulle ; on a ainsi 

du 



<0— ^"' <9-* 



(i) On indique par un point, placé après le signe d, que ce signe se rapporte à tout 
le monôme qui le suit. 



i 

i 
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51 . Il importe de remarquer que la formule (2), et celles que nous 
en avons déduites, s'appliquent également à des variables u, v, ti?,.** 
qui sont indépendantes les unes des autres, ou fonctions d'une même 
variable, ou même de plusieurs autres variables : et cela, à cause de la 
généralité du point de vue sous lequel nous avons envisagé les dififé- 
rentielles. 

Si, en particulier, u, v, w,,.. sont des fonctions d'une seule variable x 
(auquel cas celle-ci remplace notre auxiliaire t), il sufiira.de diviser par 
dx l'équation (i) et celles qui s'en déduisent, pour que les dérivées rem- 
placent partout les différentielles; ce qui donnera les formules 

dFKr,«;,...)^Pp rfu^pp rfv^P^^^ 
dx dx dx dx 

d{u±:vàz M?...) du dv dw 



dx dx dx dx 

d{uvw.,.) 



'" 5 



dx 



f\ du \ dv i dw \ 

= UVW».. I - -T- H ; H - -; h ••• I: 

\u dx V dx w dx J 



\i?/ f du dvi\ \ 

dx \ dx dx) V* 



etc. 



La fonction F (w, v, ti;,...) étant ce qu'on appelle une fonctijon com- 
posée de X, la première de ces équations constitue la règle des fonctions 
composées. 

Corollaire, Considérons deux fonctions de ar, F{x) et f(x), dont les 
dérivées sont égales, en sorte que l'on ait, pour toutes les valeurs de x 
comprises dans un intervalle donné, 

F (x) = f {x). 

D'après la règle pour différentier une somme, nous aurons 

D4F(x)-f(x)]=F'(x) — f(x) = 0, 

et la fonction F (x) — f (^)j ayant sa dérivée nulle, ne peut être qu'une 
constante (41, UJ. Donc, deux fonctions d'une tnême variable x, qui ont 
des dérivées égales pour toute valeur de x comprise dans un intervalle 
déterminé y ne peuvent différer Vune de Vautre^ dans cet intervalle^ que 
par une constante. 

Cette remarque est importante. 



f 
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CHAPITRE IIL 

DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES D'UNE SEULE 

VARIABLE. 

§ 1. DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS SIMPLES. 

59. Le théorème général sur la différentielle totale ramenant la dif- 
férentintion de toute fonction explicite a celle des fonctions simples d'une 
variable a?, c'est de celles-ci que nous allons nous occuper. 

On a d'abord, d'après ce qui précède, 

d (a db x) = db rfx. 
En second lieu, soit 

l'exposant a étant une constante réelle quelconque, positive ou négative, 
rationnelle ou irrationnelle. Où aura , en donnant à x raccroissement 
infiniment petit Ajt, 

Ay (x -H Ax)" — x« \ X / 

Ax Ax Ax ' 

Ax 
^Représentons par a l'infiniment petit — ; il vient 

X 

Ax a a 

en posant 

(i 4-a)»— l=(3, 
d'où 

1 M -+-6) 

+ «)- = i+p, al.(l+«) = l.(l+p), j:J^ = «. 

Comme ^ est infiniment petit en même temps que a, on a, d'après une 
propriété démontrée (26), 

9 a 
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et par suite (28) 

.. p .. l.(i + P) 
lim - = Ixm —7; — 4 = ^• 
« 1. (i -♦- a) 

On aura donc la limite du rapport -r^ en remplaçant, dans Texpres- 

sion de ce rapport, - par sa limite a, et par conséquent on trouvera 

pour la dérivée de la fonction ^ ou a:". De là 

1 

On rencontre fréquemment les cas a =: 2, a = -, où Ton a 

dx 

rf.x* = 2xdx* d. l/x = c. y- ' 
' ^ 2yx 

Remarque. Lorsque a est une fraction irréductible à dénominateur pair, 
la fonction a;" implique un double signe qui, comme on le voit sans peine, 
affectera sans renversement le facteur x**-* dans la dérivée. 

58. Cherchons la dérivée de la fonction 

y = l.x, 
1. indiquant toujours un logarithme népérien. On a 



Ay l.(x-t-Ax) 



l.Xl 1 H I — LX 1.1 1 H I 

— l.x \ xy \ x/ 



Ax Ax Z\x Ax 

Ax 
ou encore, en posant — == « , 



X 



Ay /. (1 H- a) 1 

Ax a X 

/ (1 -*- a) 
Or, a tend vers zéro avec Ax, et -^ tend alors vers Tunité (26) ; 



donc , 



lim -r^ = D,v = - j 
Ax ^ X 
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et par saite 

dx 

(!y :s=dJx = • 

^ X 

Si le logarithme se rapportait à un système dont la base serait A, on 
aurait 

d'où 

1.x dx 

logx = ,-, d.logx=^^. 

54. Fonctions circulaires. — I. Prenons d*abord 

y =^sin X, 

d'où ^^-r^ 

y^ Ay sin (x -h Ax) — sin x 

Ax Ax 

Transformant le numérateur en produit par la formule trigonomé- 
trique 

i i 

sin p — sin 9 = 2 sin ~ (p — q) cos - (p -+- 9), 

il vient 

- . A» / Ax\ . Ax 
Ay 2 8.n-co8/x+^j sm - ^ 

Âï= AT — sr'^(*-*-T> 



Ax 
Le rapport de Tare infiniment petit — à son sinus ayant pour limite 

z 

l'unité, le second membre de l'équation a pour limite cos x ; donc 

lim -r^ = -2 == cos X, 
Ax dx 

et, en remplaçant y par son expression, on a 

£{. sin X = cos xdx, 

II. Pour différentier la fonction cos x, il suffira de se rappeler la relation 



cos 



x = sinQ — xV 
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d'où 

d, cos X ^ ci. sin I x ) = cos f x] - dl x J» 

en remplaçant x par - — x dans la formule ci-dessus. Mais on a 

cos ( - — X ) = sin X, ^M Q — 3c ) = — ^^> 

donc enfin 

d. cos X = — sin xàx. 

III. On a encore 

sinx 
tang X = — - > 
cosx 

d'où, en appliquant la règle pour différentier un quotient, 

, cos X ci. sin X — sin X d, cos x (cos* x -*- sin* x) dx 

d, tang X = = i 

° cos* X cos* X 

d'où enfin 

dx 
d. tang X = — -~ • 
cos* X 

IV. La relation 

i 



secx 



cosx 
donne également 

, ci. cosx sin xcix 

d. sec X = z — == i — ' 

cos* X cos* X 

ou encore 

ci. sec X = tg X sec xdx. 

V. La relation 

cotx = tgQ — xj 

combinée avec la règle III, donne 



ci. cot X 



=: ci. tgf X j= ^ ^ ' 

^ ^ cos' ( ~ X ) 

V2 / 



ou bien 

cix 
' ci. cot X = — 



sin*x 



L'c X = sec I - — X 1 
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VI. Enfin, la relation 

COSC( 

donne de mcme 

rf. cosec x = rf. scc|^ — xj = tg/- — ^j'^^^lâ — ^)^(9 — ^)' 

ou 

d. cosec. jr = -^ cot X cosec xdx. 

5S. Fonction exponentielle. Posons 

d*où 

x = log,y. 

On a donc, d'après la formule du n" 53, 

dx = — ^ 5 

.yi.A 

d'où l'on tire, en remplaçant y par sa valeur, 

dy = (/. A' '.= A'I. A(/x. 

Dans le cas particulier où A est égal à e, LA est l'unité; on a consé- 
quemmcnt 

d. e* = e'dx. 

La fonction e* jouit donc de la propriété d'être égale à sa propre dérivée. 

5G. Fonctions circulaires inverses. — I. Appliquons la même méthode 
à la recherche des dérivées de arc sin x, arc cos x, etc. Si nous posons 
d'abord 

y = arcsin x, 
nous en déduirons 

X = sin y, dx = cos y dx, 
d'où 

, djc 

dy = 



cos y 
Or, pour exprimer dy en fonction de x seul, il suffît de remarquer que 

cos î/ = d= i/i — sin*y = ± j/i — x*; 
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il vient donc, enfin, 

a. arc sin x == db 



V^ 



x« 



Le double signe dont cette expression est affectée résulte de ce que la 
fonction arc sin x est à détermination multiple, car il y a une infinité 
d'arcs qui correspondent à un sinus donné, et parmi ces arcs, les uns ont 
un cosinus positif, les autres un cosinus négatif. Pour reconnaître immé- 
diatement le signe que Ton doit prendre, il suffit de voir si, dans le qua- 
drant où y varie. Tare y et le sinus x croissent ensemble ou varient en 

dti 
sens contraire : on sait, en effet , que la dérivée -j- , positive dans le 

premier cas, est négative dans le second (4i, III). 

Au reste, pour achever de déterminer la fonction arc sin x, il convient 
de fixer la valeur qu'elle doit avoir pour une valeur donnée de x : car, 
comme elle doit varier d'une manière continue avec x, elle n'admet plus 
alors qu'une seule valeur pour chaque valeur de x. Habituellement, et & 
moins de stipulation contraire, on suppose que la fonction arc sin x soit 

assujétie à s'annuler pour x=0 : y est alors compris entre =b -, et l'on a 

a. arc sin x = 



l/l— x« 
II. Soit ensuite 



y = arctgx, d'où x = tgy; 
on aura, d'après ce qui précède (54, III), 



d'où 








dx = — f-, 
cos'y 






;nfin 


dy = 


cos^ 


* 


dx 


dx 


donc c 


y ' ax 


-^-tg*y 


1 H-X» 










d, arc tg X = 


dx 

l-HX* 




III. 


Soit 


encore 
















y= 


= arc sec x ; 


X = sec y. 


d'où 








dx— tgy 


sec y dy. 
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d*où 



dy = 



dx 



Mais on a 



d'où enfin 



tg y sec y 
sccy = x, tgy=dn/x«- i, 

a. arc sec a? = ±: 



xf/x* — 1 

Le signe du radical dépend des limites entre lesquelles varie arc sec x : 
ordinairement, on prend le signe -+- , parce qu'on suppose arc sec i — 0, 
Des raisonnements semblables conduisent aux formules 

dx 



d. arc cos X = =p 



dx 



d. arc cos a; = =p 



j d. arc cot a? = , 



dx 



x^x* — 1 

Au reste, on voit sans peine que arcsinx, arccosx, donnent une 
somme constante, donc leurs difTërenticlIes doivent être égales et de sienes 
contraires; et de même pour les autres. 



57. 



Nous donnons ici le tableau des diflFérentielles des fonctions simples : 



d. (rt :t a?) = ^ rfo? , 

d. aî»=raaî«— *(i», 

dx 
dA.x= — ) 

X 

i dx 
d.\ogx=--, 

d.A« = A»l.Adaj, 
d. e* = e*dx , 



d. sin X = cos xdx , 

d.tgaî= — -— , 
cos* X 

d. sec a; = tg a; sec a? dx. 



d.cosx = —.siaxdx. 



d. cot X = 



dx 



sin*aj 

d, cosec x = — cot a? coscc a?cto, 

dx 



d. arc sin a? = 



j/l-aj» 
dv 



d. arc tg a; = , 

dx 



d. arc sec a? = 



d. arc cos a; = — 



dx 



d. arc cot a? = — 



|/i-aj« 

da; 
1-t-a;*' 



d. arc cosec a; = — 



da; 



X {/x* — i 
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Il est à peine nécessaire d'observer qu'il suffirait, pour tirer de ces for- 
mules les dérivées des fonctions, de diviser leurs différentielles par dx. 
Ainsi l'on aurait 



i _ i 



D^ lofi X = — -r > D;r tff X = 



j-l.A cos*a; 

etc. 

§ 2. DIFFÉRENTIELLE d'uNE FONCTION EXPLICITE QUELCONQUE. 

58. Les différentielles des fonctions simples d'une variable x étant 
connues, il sera facile de trouver la différentielle de toute fonction expli- 
cite de ar, si compliquée qu'elle soit, pourvu qu'il n'y entre que les sym- 
boles des opérations qui constituent les fonctions simples considérées 
jusqu'ici. 

En effet, par l'introduction de variables auxiliaires, la fonction proposée 
deviendra une fonction de plusieurs variables dépendantes de a?, et sa 
différentielle sera donnée par le théorème général (48) 'en fonction des 
différentielles de ces variables. En opérant de la même manière sur 
celles-ci, on finira par être ramené à la différentiation de fonctions sim- 
ples de x; puis, éliminant les variables auxiliaires et leurs différentielles, 
ce qui se fera sans difficulté, on obtiendra la différentielle de la fonction 
proposée, exprimée au moyen de la variable x et de sa différentielle dx. 
Pour obtenir la dérivée de la fonction, il suffira de diviser par dx. 

Exemples. i° Soit 

y=l.tangx 

la fonction dont on cherche la différentielle. Posons 

tgx=z, y = hz; 

les formules du tableau nous donneront 

, dz , dx 

dy= — > az = 



z cos*x 

et en éliminant z et dz, 

dx dx 



dy^=d.],{gx = 



tgxcos'o; sina: cosx 

ce qui est la différentielle cherchée. 
2® Soit encore 

y = (a -f- 6x")"*, 
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a, 6, nt, n étant des constantes. Faisant d^abord 

on a 

dy = mz^-'Ulz, 

m 

Soient, en outre, 

X" = w, z = a -+- 6î/, 

les règles établies plus haut donneront 

dz = 6rfw, di* = nx'-^rfx; 
d*où enfin, éliminant z, e/z, t^, (/«/, on trouvera 

dy = ci. (a -i- fia:")"' = inn6 (o -♦- 6x")'"-'x"~'dx. 

59. On arrive rapidement, avec un peu d'exercice, à se dispenser 
d'écrire les lettres z, n,... qui représentent les fonctions plus simples 
dans lesquelles on décompose la fonction donnée^ et à faire mentalement 
cette série de substitutions. Soit à différentier 

y=arctg 



1— X* 

2x 

oh regardera ^ comme une variable nouvelle, égale au rapport de 

deux autres, et en appliquant les règles établies précédemment pour dif- 
fércntier arc tg x, m : 1?, x', on aura 



Vi— xV 



__ ^- - ^ (i — x^)2(/x — 2x(/(1 >-x*) 

^~ . / 2x V~ (i — x«)« H- (2j)^ 



/ 2x Y 
Vi— xV 

(iH-x«)2c/x 2(/x 



d'où enfin 

2x 2rfx 

Quand on a à différentier une fonction compliquée de radicaux, il est 
souvent plus commode de remplacer ceux-ci par les exposants fraction- 
naires correspondants, et d'appliquer la règle pour différentier les puis?* 
sances. Soit 

y == |/ X -»- |/rT~x* == l^x -I- (i -♦- x*)*J*. 






— 80 — 
On aura 

rfy == i[x H- (I -♦- x«)*]"« rf[x -♦- (1 -♦- rrvj 

iyx -*- |/4 -t-x* 



|/i H- X» 



otx. 



Si la fonction à différentier est le produit de plusieurs fonctions élevées 
à des puissances positives ou négatives, on simplifie le calcul en prenant 
d'abord le logarithme de la fonction, et appliquant la règle qui sert à 
différentier un logarithme. 

Soit 

y = ^ > 

j/(x— i)«(x — 3)»* ' 

on aura 

l.y = 91.(x-2)-^l.(x-.i)~i^ l.(x-3). 

Egalant les différentielles des deux membres, on a 

dy Q d,x 5 dx 11 «te 

y X — 2 2x — 1 Tx — s' 

ou, en réduisant au même dénominateur, 

dy X* — 7x H- 1 



y (x — 2)(x— l)(x — 3) 
Remplaçant y par sa valeur, il vient 



dx. 



dy = ^V^^^ ^3(x«-7x-4-l)rfx. 

(x— l)«(x — 5)* 

Soit encore h différentier une expression de la forme 

y = u% 

u civ étant des fonctions dontiées de x. On appliquera la règle 

dy = duy -t- dvy ; 
V étant constant dans la première différentiation, et u dans la seconde, 
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on aura, par les règles connues, 

duy = vu*~*rfw, d„y = W^l . wdr, 
d'où 

dy = u''(' du-k-l.udvy 

Par exemple, on a 

d.(tg xy^' = (tg xY"' ( H cos X 1. tg X 1 dx. 

\^cos X ^ J 

Exercices. 



*. y = l ^ 



_ g 4- ^a; -t- ya;« (a^ — 6a) -f- 2(07— ca)» 4- (67 — c^)a;« ^ 

a -+- 6aj -*- c»* ' * (a -i- 6a; H- ca?*)« 

« iO 6'aî' 
». y = (9o« — 606a; -*- 56«aî«) (a 4- 6a?) 3 ; R. dy = -= ; dx. 

(a -t- 6a?) 5 

*. y = tga?-t--tgSa?; R. dy = _— . 

o cos* X 

s. y = c«« cos 6a? ; R. dy =ze^ (o cos 6a; — 6 sin 6a?) dx, 

•. y ^ ^x -H [ ^ cos a; -H cos' x j sin x ; R, dy =zi cos* xrfx. 

9. y = X cos ( 1.x — - jî R. dy = l/Fcos (1. x) dx. 

/ 1 \ i « *' ûrc tg X , 

•. y = r X — - arctgx jarctgx — -l.(l4-x«); R. ^y= \^x* 

1#. y = l.^ — ^, R. dy=z - ^ ^ ^- ^ ' 



ccdx 



V^a -*-^x -*- l/â — jSx xV/«* — ]9«x« 

... y=,.«_±^; R. dy= , /'^'^^. ■ , . 
« — ^ tg 35 «' COS* X — ^' sin* X 

9 
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13 15 



{x-i'i)**{X'- 3) «8 _ {x^-\-X'h-i)dx 
«S. y = -j^ ; R. dy = -^ -^ ^ 

(x-t-i)*« (x-4-4)«» (a?— 3)*8 (a;-4-l)»» 



'• ^='"'''6(\/bl'8i) 



l/a« — /S« dx 

14. y = arctg( \/ ::: — r tg ^ )' ^- dy=- — s— ^ 



a -H ^ COS JB 



sin X COS X • ^ . a cos* a? — /3 sin* jb . 
f«. V = - ; R. dy = £- £(te. 



«•. y = 



l/a COS» a; 4-^ sin» a? (^ ^^st ^ ^ ^ sin« x) « 

(x* -♦- a)" 



_ gg — [(2n -» l)a — 2a^]x» ~ [(2n — 2) /3 — 5ay] x^ — (2n - 5) yx^ 
^~ (x«-l-a)-+» ** 

1 9. Constater, par le signe de la dérivée, ijue l*on a pour toute valeur positive de x, 

X* 

l.(l-t-x)<x, 1. (l-4-aî)>x— — . 

11». Propriété des fonctions homogènes. On dit qu'une fonction F (X; y, z,.,.) de plu- 
sieurs variables est homogène de degré m, lorsque, chaque variable étant multipliée par 
une indéterminée /, la fonction est simplement multipliée par ^ ; en sorte que Ton a 

F (te, ty, tZy,.)=t'^V (x, y, z,...). 

(Exemple : La fonction 

xy* -V- %Dyz log- -H «^ 

X 

est homogène du S»»* degré.) 

Posons 

tx-=.Uf ty '=^,Vf tz=s.Wf.,.f 

et prenons les dérivées des deux membres de Téquation par rapport à t d'après la règle 
des fonctions composées, en regardant x^y^z,,,, comme constants. Nous aurons 

D«F (m, V, w, .) • x -t- DtF (m, V, w..) • y 4- J)wF {u, v, w,...) z = mr»+*F (x, y yS,,..), 

Si dans cette équation on pose t=i 1, d'où u = x, t;=:y,.,., et par suite 

D«F (tt, V, w,...) = DxF (x, y, z,..), etc. 
il viendra 

»D,F (x, y, 5r,...) -♦- yD^F (x, y,...) -f- îD,F(x, y,..) =r mF (x, y, ir,...). 
Cette équation constitue une propriété remarquable des fonctions homogènes. 
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CHAPITRE IV. 

DÉRIVÉES, DES DIFFÉRENTIELLES ET DES DIFFÉRENCES SUC- 
CESSIVES D'UNE FONCTION D'UNE SEULE VARIABLE. 

«O. La dërîvée d'une fonction y ou f (x) de la variable x étant ellc- 

inc une fonction de x, on peut se proposer de former sa dérivée : 

Ile-ci est la dérivée seconde de y par rapport à x» La dérivée de cette 

(érivée seconde sera la dérivée troisième de y, et ainsi de suite. Ces 

dérivées successives se désignent par 

r(x), f"(x),.... f«(x),... 

ou par 

dy 
Le rapport -j- des difTérenticlles de x et de y étant seul déterminé, 

Tune de ces différentielles peut être choisie à volonté et même supposée 
indépendante de x : ordinairement, c'est la différentielle de la variable 
indépendante que Ton prend ainsi constante. Mais la différentielle dy est 
une variable dont on peut chercher la différentielle, que Ton nomme la 
différentielle seconde de y et que Ton désigne par d^y ; la différentielle 
de cPy est la différentielle troisième de y, ou ci'y, et ainsi de suite(0. 

61. Il existe, entre les dérivées et les différentielles de même ordre 
de y, une relation très-simple, lorsque Ton suppose constante la différen- 
tielle dx de la variable indépendante. On a d'abord, par définition, 

dy = D,y*(iIx, d.D,y = D*,y«rfx, d. D*,y = D'^y • dx, etc.... 

Ensuite, dx étant constant , 

(Py = d. dy = d(D,y . dx) = D«,y • dx* ; 

d^y = d. d«y = d (D«,y • dx») = D»,y • dx' ; 

et en général 

d*y = D",y • dx»*. 



(i) On ne confondra pas ces différentielles successives d^y^ à^y^»*»» avec les puis- 
sances de tfy, savoir: <iy*, dy'....; ni avec les différenlielles premières des puissances 
suceessives de y, savoir : d, y', d, y', etc. 
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d'où 

dy -^ d*y „. d'y „ 

c'est-à-dire ^rwe la dérivée w""' de y par rapport à ar, C5i égale à sa diffé- 
rentielle w'*"% divisée par la puissance w'*^* de la différentielle de x, prise 
constante. 

6%. Cette relation simple n*a plus lieu lorsque l'on regarde dx, non 
plus comme une constante, mais comme une variable, dont les différen- 
tielles successives sont aussi représentées par d'or, d'or, etc. 

Dans ce cas, effectuant les différentiations successives d'après les règles 
connues, et observant toujours que d.D%j/ = D,"+*y« dx, on trouve 

dy = l)sy'dx; 

d^y = d{Dxy • dx) = D*,j/ • doc* -h D,j/ • d*x ; 

d'y = d (D\y • dx« h- D^y • d*x) = D^y • dx' -4- 3D^y . dxd^x -*- D^^y • d'x ; 

etc. D'où Ton tire successivement 

d*y — D,y • d*x dxd*y — dyd^x 

^^-y= dï« ~dï^^ ' 

d^y — 5D*,ydxd*x — D^yd^x 

l>sy=— itei 

{dxd^y — dyd^x)dx — 3(dxd*y — dyd*x)d^x ^ 

dx* 

et ainsi de suite. La loi générale est assez compliquée 0). 

Ces formules sont particulièrement utiles lorsque , x et y étant consi- 
dérés comme des fonctions d'une même variable indépendante f, dont la 
différentielle dt est prise comme constante, on a en vue d'exprimer les 
dérivées successives de y par rapport à x, en fonction des dérivées de x 
et de y par rapport à t. Il est évident, en effet, que dans ce cas dx, d^x,... 
sont des fonctions de f, de même que dy, d^y,..., et que les équations (2) 



(2) 



(i) Sghlomilgh, Compendium der Bôhet*en AnoXysis^ t. II, p. 16. 
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sont seules applicables. En divisant les seconds membres haut et bas par 
dtj dt\ dt^^.., et ayant égard aux relations (1), on trouvera 

D,y=j^, D',y = 1,. etc.... 

ce qui résout la question. 

Les formules (2) renferment aussi le cas où Ton choisirait, pour diffé- 
rentielle constante, la différentielle dy de la fonction. On devrait y faire 
alors (i*j^ = 0, rf't/ = 0, etc., et Ton trouverait 

dy dyd^x ^^ dy(5rf«x« - dxrf^x) 

^'^="di' ^'y = ^'-^' ^-y- d^- '•• 

63. La différence ày de la fonction, correspondant h un accroissement 
Ax de la variable, est elle-même une fonction de x, en généra] ; et sa 
différence A(Ay) ou A'y, se nomme la différence seconde de y. La diffé- 
rence de A*y est la différence troisième de y et se désigne par A'y, et 
ainsi de suite. On suppose ordinairement que Taccroisscment Ax de la 
variable reste le même dans toutes ces opérations successives. 

Dans cette hypothèse, il existe entre les différences et les dérivées de 
même ordre de la fonction y, une relation importante que nous allons 
établir. Posons Ax=A, et rappelons la formule du n" 41 

,. Ay f{x-^A) — f(x) m»'-»-*-,, , 

Appliquons cette même formule à la fonction Ay, en observant que, 
h étant constant par hypothèse, la dérivée dç, f (x -♦- h) par rapport à x se 
réduit à f'(x-t- A). Nous aurons 

^= ""'-"t'"'"" = Mr\r(.^t)-rwi. 

Dans la fonction sous le signe M, où la variable x est censée parcourir 
toutes les valeurs entre deux limites données x et x-*-A, remplaçons-la, 
pour plus de clarté, par z ; divisons tout par A, il viendra 

Mais la même équation (a) nous donne 

— — i — —= M. f W ; 
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et il faut, dans les deux limites de cette moyenne, donner à z successive- 
ment toutes les valeurs depuis x jusqu'à xh-A, ce qui fait passer z-^h 
par toutes les valeurs depuis x-hA jusqu'à x-\-^h. La fonction f'(«) passe 
donc par toutes les valeurs qu'elle affecte depuis z=x jusqu'à z=x-i-2ft, 

et -r~ est, d'après ce qui précède, une moyenne entre toutes ces valeurs; 

on peut donc écrire 

Ce raisonnement peut être continué indéfiniment. Ainsi l'on a 

A»y A«[f (j? + h) — f (x)] _ «-^2A r(g ^h)^ r(z) 
Ax'"" Ax' ~^x. h ' 



et comme 



il vient 



il z 



A't/ 05-1-3/* 



On aura donc, en général, en rétablissant Ax au lieu de A, 

Ax" ^^x 

L'accroissement Ax a été supposé quelconque : supposons qu'il soit infi- 
niment petit, en sorte que nAx tende vers zéro. La limite supérieure 
x + nAx se rapprochant indéfiniment de la limite inférieure x, il est clair 
que la moyenne se rapproche indéfiniment de la valeur que la dérivée 
f'(z) affecte à l'origine des accroissements, c'est-à-dire de f"(x), et l'on a, 
conséquemment, 

lim -r^ = f- (x) = :r^ . 
Ax" . ' rfx* 

Ainsi, la dérivée n''*~* d'une fonction est la limite du rapport de la diffé- 
rence n*^*"' de la fonction, à la puissance n""^ de la différence de la variable. 
On conclut de là, en désignant par &> une quantité infiniment petite 
avec Ax, 

A»j/ d"t/ 

Ax** rfx** ' 
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ou 

A*y = j^ Ax* -♦- «Ax*, 

En génëral, D%y est fini et différent de zéro; le premier terme du 
second membre est donc de Tordre n par rapport à Ar; le second terme 
est infiniment petit par rapport à Ax" ; A^i/ est donc de l*ordre n, et en 
prenant dx = Ax, on aura 

A-y = d'y, 

si Ton néglige mAjc'* comme infiniment petit par rapport à àry, 

M. Le résultat de toute différentiation effectuée sur une fonction expli- 
cite de x, étant une nouvelle fonction explicite, la recherche des déri- 
vées ou différentielles successives de cette fonction se ramènera aux règles 
déjà connues : nous Tcffectuerons pour quelques fonctions simples. 

I. On a trouvé 

d.x* = ax*~^dx; 

a et dx étant constants, on trouvera de même 

xi«.x" = adxd.x«~* =a(a — i)x«-*dx*; . 
et ainsi de suite. En général 

d*. x« = a(a — i) •• • (a — n -I- i)x*"'"dx'', 

d'où 

d** x* 

-^ — = D%x« =ia{a^\)''*(a — n-*-i) x«-*. 

dx* 

II. La formule 

dl.x= — 

X 

donne immédiatement, d'après la règle ci-dessus, 

d'I. X = d*-^ (x-«dx) = (— I ) (— 2) • • (— n -♦- 1 ) x-*dx*, 

pu 

/ ,x . 1-2. ..(n — -!), 
d-l.x=(— i)--« 5: -^dx». 

^ ' X* 

\ 
Pour avoir d* log r, il suffira de multiplier par le facteur constant — • 

III. La formule 

dA' = A'l.Adx, 
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dans laquelle 1. Adx est un facteur constant, donne immédiatement 

Gomme cas particulier, on a 

IV. Pour obtenir la loi générale des dérivées successives de sinx, 
cosx, observons que 

d.sinx=cosxdx=:sin [ X + ô)^^» 

TT 

Il suffit donc d'ajouter - à l'arc et de multiplier par dx. La répétition 
de cette observation conduit facilement à la formule 



On aura de même 



d" sin X = sin [ X -+- n- J dx*. 



• d* cos X = cos I X -H n- ) dx". 

V. On a souvent à former la dérivée w"»' du produit uv de deux fonc- 
tions d'une même variable x. Partant de l'équation. 

d.un=udv -+- vdu 

et répétant la même opération, on trouve 

d*. uv = udH -H 2dudv -i- vd'w ; 
d'. uv = ud^v -H Mud*v -+- 5 d*udv -f- vd'w ; 

et l'analogie de ces formules avec les puissances successives d'un binôme 
conduit à la loi générale suivante, qui se démontre comme celle du binôme 
par le passage de n à n + 1 : 

d*. uv = Md"t; -f- ndud''-'*v h — —, — jr-^ d^ud'^-H -4 Hvd^M. 

1 -2 

On peut l'écrire symboliquement 

d". uv = {du -+- dt?)*, 
pourvu qu'après le développement du second membre suivant la for- 
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mule de Newton on change les exposants de dii^ dv, en indices de diffé- 
rentiation, et que Ton rétablisse, dans les termes extrêmes, les facteurs 
(duf = tt et {dvy — V. 



Exercices. 

Trouver la différentielle n*^"« des fonctions suivantes : 

i. y = (o + 6a;)"»; R. d*y = m (m— l).-.(m — n + 1) &•• (a-*-6aj)"*-*»d»". 

t. y = e« C08 9 cos (a? sin 0), étant constant. 

R. d*y = c«co« ô cos (05 sin -H n0) cte». 

t. y =: a» cos 6x ; Se ramène au cas précédent en faisant 

a = p cos 0; 6 =. p sin ; 
d»y = |9»e*" cos (bx + fi0) dx*. 



4. y = 05» (1 — «)» ; 



R. d"y=l .2...fi(l— a:)")l 



1(0— 6x)»+' (o+6x)"+'J 



"^ot-Jto,»' "• '^y = 



2^^ 



». Trouver la dérivée n"^ de la fonction 



Partant de Téquation 



y = arctg X, 

dx l-t-05* 



et posant 05 := cot ^, on trouve d*abord 

puis successivement 

d*y d^y 

— = -sin«ç).sin25», ^= 1-2. sin '^j- sin 3?,.-. 

d"y __ l-2"«(n — \) 

^— = ( — 1)" ' l'2'" (n — l)sin»^' siun^ = ( — 1)»~* 'sin(narccota;). 

(1 -+-»*)« 



— 90 — 

9. Trouver la dérivée (n4-l)«'«« de 

y = arc sin x. 



On a 



dy 1 -1 -1 

■=(14-») «(1— «) « = ttt;. 



Appliquant la formule qui donne d"ut), et observant que 
on trouve, après réductions, 



rf"y 



1.5...(2n~i) (l--x)-» r n 1 1— a? n(n— 1) i»5 / ^'A * 

2»» j/ÏH^L î 2n— 1 l-t^a?"^ 12 (2n—i)(2n—5)\i'\-xJ 

125 ' (2n-i)(2w-3)(2n-5) \l+a;y "^' ' \^i+»y J* 



K Démontrer la formule 



g:::i!! = (2x)n e.» fl-^ ^— ^ -^ -^ "^'"^ )(n-2)(n-5) . J„ ^ 1 



K Étant donnés 
démontrer que Ton a 



y = sin *"•"* ;?, a? := cos ar. 



^=(-1)- ^ smn.. 



CHAPITRE V. 

DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES SUCCESSIVES DES 

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

65. Soit w = F(x,y) une fonction de deux variables. Considérons 
d*abord y comme constant, et x comme seule variable; la différence par- 
tielle de u sera A,w. Cette différence étant elle-même une fonction de 
X, y en général, on peut y fait varier y seul, x étant constant, et prendre 
sa différence par rapport à y, ou A^A^t^; et ces opérations peuvent être 
répétées un nombre quelconque de fois, en supposant d'ailleurs que les 
accroissements Ax, Ay des variables soient indépendants de x et de y. 
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Si l'on avait opéré dans Tordre inverse, on aurait obtenu A^AyU. 

Mais on a 

u -♦- A,M = F (ac -H Ax, y) , 

d'où, changeant y en y ■¥ At^, 

u -♦- AyM -4- A,w -♦- AyA,u = F (a; -♦- Ax, y -♦- Ay) ; 
et en opérant dans l'ordre inverse 

u •+• AsU -♦- AyW -f- às^yU = F (x -I- Ax, y -*- Ay). 

La comparaison de ces deux équations donne 

(1 ) AyAsU = AsAyU ; 

c'est-à-dire que l'on peut intervertir l'ordre des deux opérations succes- 
sives marquées par A;., Ay, sur une même fonction, sans que le résultat 
soit changé. 

•••De même, la dérivée partielle de u par rapport à x, ouD^ti, est une 
nouvelle fonction de (x, y), dont on peut prendre la dérivée partielle 
par rapport à y, x étant constant ; on la désigne par DyD,ti. On peut 
dériver celle-ci à son tour par rapport à x ou à y, et ainsi de suite. 

On aura d'ailleurs 

D^« = D,[F(x, y-^ At/)- F(x,y)] = D,F(jr, y + Ay) - D,F (x, y), 

ou 

(2) DAyU = AyD.w, 

en sorte qu'il est permis de permuter Tordre des caractéristiques D^r, Ay. 
Enfin, si Ton prend la difTérentielIe partielle de u par rapport à x, rf,w, 
et qu'on différentie cette expression (qui est fonction de x, y) particlle- 
raeni par rapport à y, on aura dydsu; et ainsi de suite; et dans ces diffé- 
renliations partielles successives. Ton prendra rfx, rfy constants, pour 
simplifier. 

67. Gomme, dans toutes ces opérations successives, on ne fait jamais 
varier à la fois qu'une seule des quantités x, y, on peut toujours appli- 
quer les relations établies entre les différences, différentielles et dérivées 
des fonctions d'une seule variable. Ainsi Ton a immédiatement 

D,u=— , DD,t/ = ^î^i5^ = ^/^— ^=^^, 
' dx ^ ' dy dyKdxJ dydx 

puisque dx n'est pas fonction de y ; etc. 
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De même 



Ax ^"x ' Aî/Ax AxAy Ay ^'^a? ' ^ 

d'où, évidemment, 

-f-— = M DyD,M, etc... 

Si Ton suppose maintenant que Ax, ày soient infiniment petits^ on 
eonelut de ees relations 



-— = D^w = — - ; hm '^-—- = DyD,M = -j-j- 
Ax ax A^Ax aycfx 



Enfin, si Ton divise par AxAy les deux membres de Téquation (i) et 
que Ton passe aux limites, on a 

lim -^ — = lim — ^> 
At/Ax AxAt^ 

ou bien 

(5) DyD^W = D^DyM, 

ou encore, en multipliant par dxdy les deux membres, 
(4) dydgU = dsdyU. 

On peut donc, sans changer le résultat, intervertir l'ordre soit des 
caractéristiques D,, D^; soit des caractéristiques ds, dy. 

De là résulte une conséquence importante. Concevons que l'on ait 
effectué sur la fonction u un nombre quelconque de dérivations partielles 
successives, les unes par rapport à x, les autres par rapport à y, et dans 
un ordre quelconque : on pourra toujours, sans changer le résultat, 
intervertir Tordre de deux opérations consécutives, et par conséquent 
ranger ces opérations dans tel ordre que Ton voudra. On pourra, par 
exemple, faire en sorte que toutes les dérivations relatives à une même 
variable soient faites consécutivement, et indiquées par une seule carac- 
téristique affectée d'un indice convenable, ce qui simplifiera l'écriture. 
Ainsi Ton aura 

DsDyDJDsDyU = D,D^DyD,DyM = D,D,D;,DyDyM = D',D%»i. 
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Et la même remarque s'appliquera aux différentielles partielles succès- 



• • 



sives; ainsi 



dydxdydydgU = d^sd^yU = d^yd'^gU» 

En général, l'ordre dans lequel on effectue les differentiations partielles 
successives sur une même fonction est indifférent, et pourvu que le nombre 
des opérations qui se rapportent à une même variable ne change pas, le 
résultat se^^a le même. En sorte que Texpression 

D*,D'yW ou d^sd^yU 

indiquera le résultat de cinq dérivations ou differentiations partielles 
successives, deux par rapport à x et trois par rapport à y, se succédant 
dans un ordre quelconque. 
D'ailleurs, comme on a toujours 

et que les exposants de rfx et rfy au dénominateur indiquent assez com- 
bien de differentiations partielles portent sur x et combien sur y, pour que 
l'on puisse au numérateur supprimer les indices et écrire d^u au lieu de 
d^yW, on est convenu de représenter aussi la dérivée partielle D',D'yW par 

d^u 

< > 

dx^dy^ 

Nous suivrons cette notation généralement adoptée; ainsi nous écrirons 

du du d'^u 

T-î -T-5 , , ? au lieu de D,w, Dyt/, D^D^w; par suite, comme nous 

avons les relations 

dsU = D^fU'dxj dyU = ByU dy^ d^sd^yU = D*,D%w«dx'dy', 

nous pourrons aussi écrire ces différentielles partielles de la manière 
suivante : 

du du d^u 

On devra bien se garder, lorsqu'on emploiera ces notations, de sup- 
primer, comme facteurs aux deux termes de la fraction, dx^ ou dy^ ou 
dx^dy^y dont la présence est nécessaire pour restituer aux numérateurs 
rfw, d^Uy leur véritable signification de différentielles partielles, et pour 
éviter toute confusion avec les différentielles totales de u dont nous 
parlerons plus loin. 
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Remarque. Les définitions, notations et propriétés précédentes s'éten- 
dent si facilement à des fonctions de trois ou d*un plus grand nombre de 
variables, qu'il est superflu d'entrer dans des détails à cet égard. Et quant 
au calcul des dérivées partielles des fonctions explicites, il ne peut offrir 
aucune difficulté, et se ramène aux règles relatives aux fonctions d'une 
seule variable. Nous nous bornons à citer quelques exemples. 

Exercices. 

/x« — y«. _ du 2xy* 

V «'-*-y« dx |/(a.*_yf^(a.«+y«)5 

du 2x*y ^^ d*u 4fxy{x* —x*y* -{-y*) . 

dy J/(a;S-.yS)(a.«+yS)5 dxdy j/(a.«_yf)5(a;«^y«)5 

'<«'* [/(x* — y«)' («« -+. y«)» 

t. ti=a5«y*: - — — = a(a— l)—(a — m-hl)6 (6--i)—(6 — n + l)aî«^y*-«. 
' doc^dy** 



S. *ti = sin (a» -H py -4- y) ; ^jjsij^ = »'"«'" sin ( a» 4- /3y -*- y -t- 



. / ^ m-*- n \ 
5in I a» 4- /3y -*- y H 5 — tt 1- 



COS •!/ 

l. tt=l. : prouver que Ton a 

COS y ' "^ 



^^ri-4-/^?fVig=o. 



Wajy Jdy* rfoj rfy rfaîdy I v^/ J 

a;«V du 205!/ d'tt 2a? d*u ^oyy^r 



dxdydz (a* — 3?*)* 
u = arc tg - • — En posant r =. |/a5*-Hy*, on a 



a; 

du sin u dr a; 

a;=rrcosu, y=:rsinM, — = > t=~ 

dac r dx r 

et Pon trouve facilement. 



3--= (— !)"• ;J ' sm mw. 
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Ensaite, comme on a 



-7- = i — =sinu, 



du cos M dr 

dy r dy 

on trouve encore sans difficulté 



" / JX-. * « ^ / ,, fm cos mu cos M m sin mu sinul 
— = ( — 1)"* l'2-3"(m— 1) ; 

., l'2-"(m — l)m . / 7r\ 

= ("-^)"* JiSrM smf m-f-lu + - j, etc., 



et en général 



-— rj— = (— 1)"» sin 1 m-k-nu-^-n - J. 

dx^dy* •»+» Y 2y 



CHAPITRE VI. 

DIFFÉRENTIELLES TOTALES SUCCESSIVES DES FONCTIONS DE 

PLUSIEURS VARIABLES. 

68. Nous devons considérer maintenant les différentielles totales 
successives d'une fonction de plusieurs variables. Soit 

ti=F(a:, y) 

une fonction de deux variables a;, y, qui sont, ou indépendantes, ou 
fonctions elles-mêmes d'une ou de plusieurs variables. Nous avons défini 
(45, 46) ce que Ton entend par sa différentielle totale duy et montré 
qu'elle s'exprime au moyen des différentielles de x et de t^ par l'équation 

(i) rfti == ï^sU'dx -+- DyW'dy. 

Si l'on considère du comme une nouvelle variable, dont on prend la 
différentielle totale d.du ou d^u^ on aura la différentielle totale du second 
ordre de u; la différentielle totale de d'u, ou d^Uy sera la différentielle 
troisième de u, etc. Les mêmes définitions et notations s'appliquent, s'il 
y a lieu, aux différentielles successives des variables x et y. 

Le but que nous nous proposons est d'exprimer les différentielles totales 
successives de Uj en fonction des dérivées partielles successives de u par 
rapport àx etày, et des différentielles successives de x et de y. 
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I 

Or, si l'on diffërentic l'expression (1) d'après les règles du N" 50, dont 
nous avons fait remarquer la généralité, on trouve 

rf, du = (Pu = d{DsU) ' dx -♦- BxU • d'x -*- d{DyU) • dy + DyU • rf*y. 

Mais comme D-rW, D^w sont fonctions de x, y, on a par l'équation (i) 

d(D,w) = D':pM ..dx -H DyDxU • dy, 

d (Dyu) = BsDyU • dx -i- D*yW • dy, 

d'où, substituant, comme DyD,M = D-^Dyt/, on trouve 

(2) d*w = D'xW • dx*-*- 2D,DyU • dxdy + D\u • dy*-i-D,M • d*x -4-DyM • d*y. 

En formant de nouveau la différentielle totale de cette expression d'après 
les mêmes règles, on obtiendrait l'expression de d'w en fonction des 
dérivées partielles de u jusqu'au 3"" ordre, et des différentielles dx, dy, 
d'x, d'y, d'x, d^y; et ainsi de suite. Mais ces formules générales seraient 
de peu d'utilité, parce que, dans les applications, la fonction u, et celles 
qui en dérivent par la différentiation, se présentent sous la forme de 
fonctions explicites de x, y, dx, dy, d*x,..., et qu'il est toujours plus 
simple d'appliquer directement à l'expression dont on veut former la 
différentielle totale les règles pour différentier une somme, un pro- 
duit etc. 

Remarquons que, dans le système de notations adopté, les équations (1) 
et (2) devront s'écrire 

, du . du , 

dx* dxdy "^ dy* ^ dx dy 

69. Nous avons, pour plus de généralité, considéré x et y comme des 
variables dépendantes, et leurs différentielles dx, dy comme variables. Si 
l'une d'elles, x par exemple, était la variable indépendante, on prendrait 
dx constant, et d*x, d^x,... seraient nuls. 

Si X, y étaient deux variables indépendantes, on pourrait faire dx, dy 

constants et d*x, d*y,... nuls : dt^ ne changerait pas, mais on aurait 

simplement 

d^u d^u d^u 
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Il est même facile, dans ce cas, d*obtenîr une expression symbolique 
de la différentielle d'ordre quelconque rf"M. En effet, Tégalité 

du = dsU •+• dyU 

peut s'écrire symboliquement 

du = {ds -f- dy)u. 

Pour former d'w, on devra diffërentier partiellement du en x et en y, 
mdxeidy étant constants, ne doivent plus être diffêrentiés. Donc, Ton 
pourra écrire 

d^u = d.dw = ds{du) + dy{du) = (rf, -h dy)duy 

d'où 

d*w = {ds -H dy) (d* -*- dy) u = (d, -♦- dy)'w. 

£n poursuivant le même raisonnement, on voit que pour former d'il il 

suffit de multiplier encore symboliquement par ds + d^, et qu*en général 

on aura 

d''ti = (d, -+- dyYu, 

Les produits et les puissances des caractéristiques d,, dy sont ici de purs 
symboles d'opérations à effectuer : il faudra, pour tirer de cette formule 
sa vraie signification, développer, par la formule du binôme, (d, + dy)* 
comme si d, , dy représentaient des quantités ; écrire le facteur ti à la suite 
de chaque terme, et interpréter le résultat conformément aux notations 
des différentielles partielles. Ainsi Ton trouvera 

d*M = {ds -H dy)*M = (d*s -H 2d;rdy -H d'y)w = d*sU + ^dsdyU -H d'yW, 
ce qui est, sous une forme différente, la valeur de d'w trouvée plus haut. 

70. Il est parfois commode, quand on a pour but de trouver les déri- 
vées partielles successives d'une fonction de deux variables (x, y), de 
former d'abord ses différentielles totales, en traitant x, y comme des va- 
riables indépendantes. On obtient des résultats de la forme 

du = pdx •+• qdyy d'w = rdx^ -+• ^sdxdy -f- <dy',..., 

P) ?9 ^9 ^9 ^ désignant des fonctions connues de x et de y. Comparant ces 
résultats aux formules générales ci-dessus, et observant que les quanti- 
tés dx, dy sont indéterminées, on aura 

du du d'w d*M d*w 

Tx-P' Ty"^^' d^*^''' dld^-'' dp-''-' 

ce qui résout la question. 
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Tout ce que nous avons dit des fonctions de deux variables s^étend, 
sans difficulté, à des fonctions de trois ou d*un plus grand nombre de 
variables, dépendantes ou indépendantes. 

Exercices, 

fl. Soient u,v deux fonctions de a?, y; {dx^ dy)j {Sx, Sy) deux systèmes de valeurs 
attribuées aux différentielles des variables ; {du, dv), (Bu^ Sv), les systèmes correspon- 
dants de différentielles des fonctions. On a 

duBv — dvSu du dv du du 
dx^y — dyZx dxdy dy dx 
t. Étant donnes 



V: 



calculer du, d*u, en supposant dx, dy constants. 
S. Etant donné 

u = e"' cos 6y, 
trouver d^u. 



R. d"M = e°* o" cos bydx^ -i- na**"'*6 cos ( 6y -f- - jdx^^^dy 
— . a a**"* 6* cos ( 6y-|-2^ j(te»-*dy*H 1- 6* cos [ 6y+-^ Jdy*« 



4 

I. Soit 



yz 4- zx'\'xy, 

u = I 

aî-*-y-+- z 



, (y* •■*- yz -^ z^) dx -h {z* -t- ;?» -h X*) dy '\' {x* -\- xy + y«) dz 

du ^^^ > • 

(« ■+ y -i- ;?)' 
«. Soit 



démontrer la formule 



« = arctg?; 

X 



d"tt= (— !)•• i sin nw-fto» - n sin I nu -f- 5 1 dar-^dy 

(x*+y*)î '- ^ ^ 



""^^ g ^^ sin /^nu -*■ 2 1 j £to"-«dy« ± sin ( nu -i- j\ dyM 
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CHAPITRE VII. 

DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. 

71. 11 serait impossible d'établir des règles générales pour différen- 
tier toute espèce de fonctions implicites : nous considérerons ici seule- 
ment le cas où elles sont liées aux variables dont elles dépendent par 
des équations, dont les deux membres sont des fonctions explicites des 
variables. On peut d'ailleurs supposer que les seconds membres de ces 
équations se réduisent à zéro. 

Ainsi défini, le problème se ramène facilement aux principes déjà 
connus. 

§ 1. ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES. 

7%. Considérons deux variables, x et t/, liées entr'cllcs par une équation 

F(x,y) = 0. 

Il s'agit de déterminer la dérivée ou la différentielle de la fonction 
implicite y, sans qu'on soit obligé de résoudre l'équation. Pour cela, obser- 
vons que si x, y varient simultanément sans cesser de satisfaire à l'équa- 
tion donnée, la fonction F{x,y) de ces deux variables restant constamment 
nulle, sa différentielle totale est nulle aussi. On a donc c/F= 0, ou 

dF dF 

^ ' dx dy ^ 

Cette différentielle totale s'obtiendra par les règles qui conviennent aux 
fonctions explicites, et l'on aura ainsi une équation du i*'*' degré entre dx 
et dy, de laquelle on tirera, soit dy^ soit D,y. 

Exemple. Soit l'équation 

y' — Zaxy -i- x' = 0; 

la règle précédente donne 

dF = Zy*dy — 3axdy — Zaydx + 5x*dx = 0, 

d'où 

(x* — ay) dx -*- (y* — ax) dy = 0, 
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et par suite 

dy X* — ay 

dx y* — ax 

Les différentielles seconde, troisième, etc., de y, s'obtiennent aussi 
facilement. La différentielle dF étant nulle pour toutes les valeurs de {x,y) 
qui vérifient Téquation, sa différentielle d^F sera nulle aussi ; on aura donc 

d«F = 0, 

ou en développant cette différentielle et supposant dx constant, 

Remplaçant rfy par sa valeur déjà connue, on aura d*y en fonction de 
x,y et dx'.En différentiant totalement l'équation (2), ou en posant d'F=0, 
on aurait (i'y, et ainsi de suite. On pourrait donner, sous forme générale, 

• 

les résultats auxquels on parvient, mais ces formules servent peu dans la 
pratique : il est plus simple de former directement, par les règles ordi- 
naires, les différentielles successives de la fonction donnée F, et de les 
égaler à zéro. 

Comme on a surtout en vue de former les dérivées successives de y par 
rapport à x, on simplifie le calcul en divisant par dx chacune des équa- 
tions à mesure qu'on les obtient : de cette façon elles renferment, au lieu 

des différentielles dy, d*y,.-., les dérivées -~j t^>'«« 

ax ax* 

78. Les dérivées obtenues par cette voie renferment, en général, non- 
seulement x, mais la fonction y elle-même : il arrive fréquemment d'ail- 
leurs que leur expression peut être simplifiée au moyen de l'équation 
donnée 

F(x,y) = 0. 

Reprenons l'exemple oi-dessus. En formant la différentielle du i^^ mem- 
bre, divisant par dx et égalant à zéro, on obtient 

ac* — ay -^^ (y* — ox)-p = 0. 

Différentiant de nouveau, et divisant par dx qui est constant, on a 
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Tirons de la la valeur de —^ et substituons a -p son expression connue; 

il vient 

d]y^ _ g x(y' — axy ■»■ a(x> — ay) (y> — ox) + y (a:< — gy) 
dx* (y* — a j)* 

ou, après réduction tirée de Téquation primitive, 

cPy 2a^xy 

d«* (y* — ox)* 

74. On a souvent à calculer les valeurs des dérivées d'une fonction 
explicite pourx = 0; pour cela, on cherche une équation du premier 
degré entre cette fonction et ses premières dérivées , équation que Ton 
traite ensuite par la méthode précédente. 

Soit, par exemple, 

y = cos (m arc sin x); 
d'où 

dy m sin {m arc sin x) 

ou 

l/1 — X* -p -*- m sin (m arc sin x) = 0. 
dx 

Différentiant de nouveau cette équation, Ton a 

/ cPw X du m* cos (m arc sin x) 

/i — x»t4 — /-*- ; ^=0, 

dx« |/l-^x««^ |/1— x« 

ou bien 

Formons la dérivée n*»* du premier membre de cette équation d'après la 
règle connue (64, V) : il vient 

Cette relation entre trois dérivées successives de la fonction proposée se 
réduit^ pour x = 0, à celle-ci : 



Ca\=(»--<S).- 
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et comme D,y s'annule pour x=0, il en sera de même de D',y, D^y, etc. 
Quant aux dérivées d'ordre pair, on aura, (y)o étant égal à Tunité, 



( 



g^^=_m'(2»-m«)(4«-m«). 



et ainsi de suite. 

Exercices. 

• • . . .V ^ dy a — 6x is (ax -{- by) 

dx 6 + 2y tg (aa; + 6y) 

dy »* — oy. d«y 6oa^(a5»y'-4-2a*) 

* ^ (te y* — o« dx* (y* — aa?)5 

. « .y dy l/A»-y« d«y a^V/F=^-i-yV/A«— a?» 
4. arcsmr-f-arcsm -=a; -- = > -r^= ^ 



|/ic « H-y' _ y . dy x-\-y . <J«y 8( a!«+y «) 

K j » ^= arc ifi - ) •"" ^^ — ^-^— , — , — ^2 ■ • 

a X dx X — y dx* {x — y)' 

, , p- . ^ dy cosx y cosx 

*^ dx 3(1 --4y*) 3(smx — 2y) 

d*y <2y ' sin a; — 6y' (1 -H sin* x) -f- y sin a? (2 -+- sin* a*) 
dx*" 9(2y-- sina;)5 

y. Étant donné 

y = arc tg x, 
prouver que Pon a 



(ÊS).-'-<'(£3).=«. 



et en déduire les valeurs des dérivées de y pour aî=. 0. 
9. Soit y = arc sin a;; on a 



(£S).-<.-..-fe).=«. 



K Soit 



^*— t 
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on a la relation 

■(PV=^'(£^).--(ï).-.=». 

pour toute valeur de n> 2. 

l 3. ÉQUATIONS RENFERMANT TROIS OU UN PLUS GRAND NOMBRE DE VARIABLES. 

75. Il D'y a pas plus de difficulté à différentier les équations qui renfer- 
ment plus de deux variables. Soit donnée une équation entre trois variables 

F(a:, y, z) = 0; 

I, y étant choisis comme variables indépendantes, z sera une fonction 
implicite de x et de y. Or, la fonction F (x, y, z) restant constante, pour 
toutes les valeurs de x, y, z qui satisfont h Téquation, sa différentielle 
totale, qui se forme d'après les règles données pour les fonctions expli- 
cites, est nulle, et l'on a 

,„ dP, dF, dP, 
aP = -p ox -H -r- oy -H -r- oz = 0. 
ax ay az 

Dans cette équation, dz est la différentielle totale de la fonction z (48), 
et l'équation fera connaître sa valeur en fonction de x, y, z et de dx, dy. 

De même, dP étant constamment égal à zéro, sa différentielle totale d*P 
sera nulle aussi, et dans cette seconde différentiation, on pourra supposer 
constantes les différentielles dx, dy des variables indépendantes, puisque 
ces quantités sont indéterminées (45, S"") : dP étant alors une fonction de 
x,y, z, dzy sa différentielle renfermera d*z, et Téquation d*P=0 fournira 
la valeur de d'z en fonction de x, y, z, dx, dy; et ainsi de suite. 

Connaissant les différentielles totales successives de z, on en déduira 
immédiatement ses dérivées partielles (70). 

Soit, comme exemple, l'équation 

X* V* «* 

— -♦- ttH-— = 1. 

o« 6« c« 

Egalant à zéro la différentielle du premier membre, on a 

xdx ydy zdz 



d'où 



^' ^Qi^-^b*'^^) 
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DiSerentions une seconde fois Inéquation : il vient 



dx 
a 



c' rfv* dz* zd*z 

î ^ /.i ^ /.« ^ /.t "^ 



d*où, tirant la valeur de d*z et remplaçant dz^ par son expression, on a 

d.. = _ i' \(1 -H £^;^ dx» -4- 2 -^, dxdy -^ ("i H- ^l") dv'l 
je L\o« a*z*J a*6«z« ^ \6« 6V/ ^ J 

ou enfin, en ayant égard à Téquation donnée^ 

Ainsi dz^ dh sont connus; si Ton cherche les dérivées partielles de jz, on 

aura 

dz c*x dz c*y d*z c*(6* — i/*) 

rfx à*z dy 6'z dx' o*6*z' 

76. Si Ton a plusieurs équations entre les mêmes variables, les mêmes 
principes s'appliquent sans difficulté. Soient 

F (x, y, z, w) = 0, 

Fi(x,y,z, «) = 0, 

deux équations entre quatre variables x, y, z, t/ ; deux variables, z et u 
par exemple, seront fonctions des autres, x, y, que Ton regardera comme 
indépendantes. Il s'agit d'exprimer les différentielles totales Jz, cit/, d^z^ 
d*Ui... en fonction de x, y, z, u et des différentielles clx, c{y, supposées 
coi2$(an(e$ puisqu'elles sont arbitraires. 

En raisonnant comme plus haut, nous sommes conduits à poser les éga- 
lités 

^v ^^^ ^F, clF, rfF, . 
dF = -7- dx -♦- -r- ay H- -r az -+- --dM = , 
dx dy "^ dz dt* 

dFi dFi dFi rfFi. n 

rfFi = — - dx -+- -7— dy H- —7- dz h- —7— dw = 0, 
dx dy dz dw 

qui sont du premier degré en dz, du. Il suffira donc de résoudre ces deux 
équations par rapport à dz, du pour obtenir ces différentielles totales, 
sous la forme pdx h- qdy. 
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Posant ensuite (PF = 0, d*Fi = 05 ou différentiant les équations ci- 
dessus par rapport à toutes les variables x, y, z, ti, clz, du, qu'elles ren- 
ferment, nous formerons deux nouvelles équations du premier degré eu 
d'z, d'ti, et nous en déduirons, après substitution des valeurs de dz, du^ 
les valeurs de d^z, d^u sous la' forme rrfx* -*- ^sdxdy -<- tdy^. Et ainsi 
de suite. On écrirait facilement, en formules générales, les résultats de 
ces différentiations successives, mais cela n'offrirait que peu d'utilité pour 
les applications. 

77. En général, soient n variables liées entr'elles par k équations 

Fi(x, y,... w, r,...) =0, 

,,v . F8(x, y,... w, «;,...) = 0, 

(3) 

Ê 

F4(x, y,... ti, r,...) = 0, 

i étant < n. En vertu de ces équations, k variables m, i?,... pourront 
être considérées comme fonctions des n — k variables restantes x, y,..., 
qui seront arbitraires ; et la recherche des différentielles totales succes- 
sives des variables dépendantes se ramènera toujours à ces trois principes 
simples : 

1° Les fonctions Fi, Fj,..., F* des n variables étant assujéties, par la 
nature de la question, à rester constamment égales à zéro, leurs diffé- 
penticlles premières, secondes, troisièmes, etc., seront nulles. 

2" La différentielle totale d'une fonction, quelque soit le nombre des 
variables, est la somme des différentielles partielles de la fonction par 
rapport à toutes les variables. 

3» Les différentielles dx, dy^,.. des variables indépendantes étant des 
quantités arbitraires, on les choisira constantes dans les différentiations 
successives, ce qui facilitera les différentiations et le passage des différen- 
tielles aux dérivées partielles de ti, v,... 

L'application directe de ces règles résoudra la question. Les k équations 

(lFi = 0, dFs = 0,..., dFk=Oy 

fourniront dw, dv,... par la résolution d'un système d'équations du pre- 
mier degré. Une seconde différentiation donnera k nouvelles équations du 
premier degré en d*î/, rf*r,..., d'où l'on tirera les valeurs de ces incon- 
nues. Et ainsi de suite. 
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Les dérivées partielles successives de t/, v,... seront faciles à déduire 
de là : ainsi, pour obtenir D'^D^^ri, il suffira de chercher le coefficient 
de dx^dy dans l'expression de d't/, et de le diviser par 3(70). 

78. Il peut se faire que Ton ait k = n — 1 ; dans ce cas, une seule 
variable^ x par exemple, reste arbitraire : les autres sont toutes des fonc-> 
tions de jr, en vertu des n — 1 équations qui les* lient. On opérera du 
reste comme dans le cas général, en regardant dx comme une constante. 
Seulement, il sera plus commode, aCn d'avoir immédiatement des équa- 
tions où entrent les dérivées des fonctions, de diviser par dx chaque 
équation en même temps qu'on la différentie. 

Exercices. 

i. 20x2: 4- 26yz 4- C2;« = A' ; dz = adx-^bdi/ ^ 

ox -H 6y -♦- cz 

{ax -{- by 'i' cz)^ 

z 2aJt/ 

t. 2' -♦• ajy«— -0? = 0; d? = =- d* — ;r4 rfy ; 

3x oz* 

2 r ^ 2y a;« (v* -*- 3) H 

d*z = --\ -dx* -♦- ^ dxdy -4- ^^ r^ ' dy* ; 
9 \ X* z* z^ I 

dx i -^l.z dy i -*- 1.^ 

dH_ x(\-\-\.xY-\-z{\-\-\.z)* d*z _ (1-4-1.0?) (I -4- Ly) £z_ 
dx*'~ xz(\-\-\.z)'' ' dxdy""" (1-+-I.2)» ' dy*^"" 

4L. x-k-y-^-z^a, 05» -4- y» -h 2* = 6*; 

dy z — X dz y — x d^y 36* — a* d^z 36*— a* 

dx y — z dx z — y dx* {z — y)' dac* (y — z)' 

MU— [a(rt — a?) -4-19(6 — y)-^y(c — ^)] = 0, 
(a - x)*-t- (6 — yy-i-ic — z)* — v» = 0. 

Former les dérivées partielles de u, u, par rapport à Xy y, z, et montrer que Ton a 

.du .^ .du x^** n 

^a-x)- + (b-y)- + {c-z)- = 0, 

d^u d^u d»ti 2m 
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t. Etant données deux équations entre quatre variables 

Fi (a?; y, «; v) = 0, F, (x, y, w, v) = 0, 

iiopeut y considérer u, v comme fonctions de Xj y, ou bien x, y comme fonctions de 
«, V, Les quatre dérivées partielles qui répondent au premier cas, et les quatre déri- 
'fées partielles qui répondent au second, satisfont aux relations 

dx du dx dv ^ dx du dx dv 

du. dx dv dx ' du dy dv dy 



dy du dy dv 

du dx dv dx ' 



dy du dy dv 

du dy dv dy 



f . Soient ti, v des fonctions implicites de quatre variables x, y, a, ^, définies par 
deox équations de la forme 

tt=:a + »f (m, v), V = ^ -h y^ (Uj v). 

On a, en désignant par t{u, v) une fonction quelconque de u, v, 



dï df 



df , , df 
Ty = ^^''^'^T^ 



CHAPITRE VIII. 



DU CHANGEMENT DES VARIABLES. 



% \ • FONCTIONS d'une SEULE VARIABLE. 



79. Soil y une fonction, généralement inconnue^ de la variable x, et 



V— i^x, y, ^^, ^^,, y 



une expression renfermant, en gënéra), les variables x et y, ainsi que 
les dérivées de y jusqu^à un ordre déterminé. On se propose de résoudre 
Tun des deux problèmes suivants : 

jer problème. Eliminer, de l'expression donnée, la variable x, pour 
introduire h sa place une nouvelle variable <, liée avec x par une équa- 
tion donnée, et à la place des dérivées de y par rapport à x, ses dérivées 
par rapport à t. Ce problème est celui du changement de la variable 
indépendante. 
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On exprimera d'abord D,?/, T)*,y,.., en fonction des dérivées de x et y 
par rapport à t, au moyen des relations (62) 

dy dx dhj dy d^x 

(i) I>^y = ^' I>^y = Y^. ' ete. 

dt \ dt) 

L*équatîon donnée entre x et t fera connaître explicitement les déri- 
vées de X par rapport à <, et en remplaçant dans V les dérivées D,y, 
D'rt/,... par leurs valeurs, puis éliminant x à Taide de Téquation entre x 
et <, on aura V en fonction de t/, t, D^y, D'/y,..., ce qui était le but 
qu'on se proposait. 

Exemple. On demande de transformer l'équation différentielle entre 

en une équation entre y et <, d'après la relation 

X = cos t. 
On a 

dx d*x 

les formules (i) deviennent 

dy \ dy d*y i d^y cos t dy , 

dx'^ sin t dt rfx* sin* t dt* sin' t dt 

substituant et éliminant x de l'équation donnée, on obtient 

pour l'équation différentielle entre y et t. 

Exercices. 
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Transformer par la relation a + x = e*. 



R. ^-*-6y=0. 
t. Transformer, en prenant y pour variable indépendante, les équations 
d*y mx /dy\^ /^y\* ^ « d*x dx mx 

(te» y* V*'*/ \ / ^y ^y y 






/^A' Ay\' ^ « à*x 



§0. â"* Problème. — Changement de toutes les variables, — On de- 
mande d'éliminer de Tcxpression donnée 



v='('. ». ï' %' ■••) 



les variables a;, y, pour introduire à leur place deux nouvelles varia- 
bles u, ty liées aux premières par deux équations données, et substituer 
aux dérivées de y par rapport à x celles de u par rapport à t. 
Les équations données 

F (x, y, ti, 0=0, F, (x, y, w, e) = 0, 

jointes à la relation inconnue entre x et y, permettent de regarder a;, y, u 
comme des fonctions de <, variable indépendante. En différentiant ces 

équations, on en tirera -r-» -^^ en fonction des variables et de -=- • 

dt dt dt 

Différentiant une seconde fois, on aura deux équations qui donne- 

ront-p-j -4» en fonction des mêmes quantités et de -rrî et ainsi de 
dt* dt* * dt* 

suite. 

D'autre part, les équations (i) nous permettent d'exprimer les dérivées 

successives de y par rapport h x^ en fonction des dérivées de même ordre 

de X et de y par rapport à /. Remplaçant ces dernières par leurs valeurs 

déjà trouvées, et portant les résultats dans l'expression V, il ne restera 

plus qu'à éliminer x et y pour avoir la valeur de V transformée en w, f, 
du (Jtj^ 

^e cas est celui qui se présente lorsque l'on a obtenu l'expression d'une 
certaine grandeur géométrique, en fonction des coordonnées rectan- 
gulaires X et y d'une courbe, et qu'on veut la transformer en coordonnées 
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polaires. Les nouvelles variables, r et 9, dépendent des premières par les 

relations 

a:=rcos9, y = rsin0. 
On a donc 

dx ^dr , r, du dr 

_=cose^-rsme. ^ = sin 9 ^^ + rcosQ; 

cPx ^ cPr ^ , ^dr 

cPi/ (/'r dr 

-pf = sin 9 -=— -♦- 2 cos 9 -^TT — r sin : etc. 

Les équations (I) deviennent, en remplaçant t par 9, 

, sin -77: -♦- r cos ., r'-nâ-^rr — r-r^- 

dy _ dB rf*y_ ^6 <^9 

dx ^ rfr . ^' dx* / ^dr . .X'* 



cos -j;: — r sin 9 
a0 



1 cos0-j7^ — rsin0 j 



et ainsi de suite. On voit comment les dérivées de y par rapport à x 
s'exprimeraient en fonction de celles de rpar rapport à 0. Substituant 
ensuite dans l'expression donnée V, et remplaçant x, y par leurs valeurs 
en r et 0, la transformation serait effectuée. 

Si la relation entre les anciennes et les nouvelles variables était expri- 
mée par des équations différentielles, on pourrait encore, dans certains 
cas, au moyen de telles équations, faire l'élimination demandée. 

Exercices. 

i. Trtusformer, i l'aide des relations «=r cos 0, y=r sin 0, les expressions 









*"*'^dx V '-^:7Ii dx' 



R. V=r-, V, = > V,= 



(-- 



^t 



dr / 5:3 H+2^-r^ 

de» dB» 



\A-1 



t. Transformer l'expression de V, (ex. i) en u et /, à Taide des relations 

dy 

-2. = tg /, da^-i- dy* = du*. 

du 
R. V. = -. . 
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t. Même problème, les relations étant 



du 
/ =—-» u = y — tx. 
ax 

ld*u 
R. V, = -(H-^)«^ 



§ 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

§f . Les fonctions de plusieurs variables indépendantes donnent lieu 
à des problèmes analogues aux précédents. Soit d'abord z une fonction, 
ordinairement inconnue, de deux variables indépendantes x et y; et 

,r n/ dz dz d*z \ 

une expression qui renferme, outre les variables, les dérivées partielles 
successives de z par rapport k x et h y. 

Le premier problème, celui du changement des variables indépendantes ^ 
consiste à éliminer de la fonction V les variables x, y, pour introduire 
deux nouvelles variables r/, (, liées kx eih y par deux équations données, 
et les dérivées partielles de z par rapport à t/, f, au lieu des dérivées par 
rapport à x, y. 

Il faut donc, d'abord, chercher à exprimer D^z, DyZ, D*,z,..., en fonc- 
tion des dérivées partielles de z par rapport à w, t. Pour cela, on pour- 
rait considérer z comme fonction immédiate de ti, t, et ces dernières 
variables comme dépendant de x, y : on formerait alors D,z par la règle 
des fonctions composées, etc. Mais la méthode suivante, plus élégante, 
est aussi plus commode dans les principaux cas où ce problème se présente. 

Si l'on regarde z comme fonction de x et de y, et que l'on forme sa 

différentielle totale, on a 

, dz . dz . 
az = -^ ax -^T- dy. 
dx dy ^ 

Les variables x, y étant données en fonction de Uj t, on en déduit 

dx = adu -h (3rf<, 

dy = oLidu + piclf, 
^9 ^i9 P» P19 étant des fonctions connues de t<, t; d'où 
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Mais, d'autre part, si Ton regarde z comme dépendant immédiatement 
de u et ty Ton a 

, dz ^ dz . 

dz =^ -r- du -¥- -rr dt. 
du dt 

et, égalant ces deux valeurs de c/z, observant que du, dt, sont des quan- 
tités indéterminées, on obtient 

dz dz dz 

CL - — h «i -=- = -r- » 

dx dy du 

r. dz r, dz dz 

équations d*où Ton tire -r- > -r-» en fonction de w, ^ -t-> --- • 
^ dx dy du dt 

De même, si Ton forme rf*z, en considérant z comme fonction de w et f, 

soit médiatement par Tintermédiaire de x, y, soit immédiatement, Ton a 

d^z d^z d^z 

dH = — - du« H- 2 ^—r- dudt h- -t^ dt^. 
du* dudt dt* 

Mais en différentiant de nouveau x et y, et prenant du, dt constants, on a 

d*x = ydu* -H ^ôdudt h- e dt*, 
d*y = yidu* -+- ^Sidudt -h tidt*, 

y, 3,... étant des fonctions connues de u, t. 

La substitution des valeurs de dx, dy, d*x, d*y dans la première expres- 
sion de d*z lui donnera la forme MrfM* -*- ^dudt -+- Pdt*; on égalera les 
deux valeurs de d*z, et on observera que les coefficients de du*, dudt, dt* 
doivent être égaux de part et d'autre. Gela fournira les trois équations 

j d*z d*z j d^z dz dz d*z 

dx* * dxdy * dy* ' dx dy du*' 

-^d^.'^^-^^'^^-^)dIdy'^^'^'W''^ '^ 
f^^d*z ^r^n d*z ^, d*z dz dz d*z 

P dl« -*■ ^^^' M'y -^^'W^ 'd. -^''dy^-lû*' 

d*z d*z d*z 
desquelles on tirera -^y -j-j- > -pj* Et ainsi de suite. 
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Il ne restera plus qu'à porter, dans l'expression de V, les valeurs tpou- 

dz dz d^z . , 

vees pour —5 —, — ? etc., puis a remplacer encore x et y par leurs 

valeurs en u et f, et le problème proposé sera résolu. 
Exemple. Soient 

cl*£ d^z 
dit* dt/*' 

r, 6 deux nouvelles variables; et 

op = r cos 0, y = r sin 0. 
On a 

dx = cos 0rfr — r sin 0rf0 , dy = sin Bdr -*- r cos 0d0 , 

^*x = — 2 sin drd0 — r cos 0rf0S d^y = 2 cos edrrf0 — r sin 0rf0«. 
La méthode précédente conduit aux équations 

^dz , ,^dz dz 
cos -r- -♦• sin -7- = -;- 5 
dx dy dr 

, r,dz ^dz \ dz 

— sm -7- -4- cos -r- = - -rr j 
dx dy r ((0 

d'où Ton tirerait DsZ et D^z; puis aux suivantes : 

d^z d^z d*z d^z 

cos* -r- -+- 2 sin cos -=— r -♦- sin* 0-r-r = -r-r > 
ax* axay ay* dr* 

r^d^z d^z d*z dz dz d}z 

r*sin*0-r-; — 2r*sin0cos0-î— r- +r*cos*0-r-s — rcos0-; rsin0-p=-;Tr' 

ax* dxdy dy* dx dy a0* 

Il su£St d'ajouter ces deux équations membre à membre, après avoir 

multiplié la première par r*, et d'avoir égard à la valeur ci-dessus de -7- , 

pour trouver 

du rf*z 



' \clx*"*" dy*) ^dr~^ 



d'où 



^ ■ ' ' ' dr* ' cI0« 



d*z d*z d*z i d*z 1 dz 



dx* dy* dr* r* d0* r dr 

La forme des équations données a permis ici de simplifier quelque peu la 
marche générale. 



11 
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M. On peut aussi avoir à changer toutes les variables. Soit toujours 

„ -/ dz dz d^z \ 

y = fl Xy y. z, -7-5 -T-» -r—^ •.. 1 

l'expression à transformer, et supposons trois nouvelles variables i;, u, f, 
lices à Ty y, z par trois équations données. Comme d'ailleurs z est une 
fonction de x et de y, ' il n'y a que deux variables indépendantes, et si 
Ton choisit comme telles u et f, les quatre autres seront fonctions de 
celles-là. Il s'agit d'introduire, dans l'expression de V, les nouvelles va- 
riables V, ti, f, ainsi que les dérivées partielles de v par rapport à u, ^ 

Pour exprimer d'abord les dérivées partielles de z en fonction de 
celles de r, reprenons l'équation 

Les variables a:, y, z étant données en fonction de v, w, <, on aura, en 

les différentiant, des expressions de la forme 

!dx = adv H- (3dw -h yd^, 
dt/ =: oLidv + (3idw -t- yidt, 
dz = (yadi; -*- ^^du -+• y^dt^ 
a, (3, ... étant des fonctions connues de v, t/, ^ Enfin, l'on a 

, du , dv - 
dt;=-;-au -\--rrdt. 
du dt 

Substituant cette valeur de dv dans les équations précédentes, puis rem- 
plaçant dx, dy, dz par les valeurs ainsi obtenues dans l'équation (d), ses 
deux membres auront la forme Mdu-^Ndt; et comme dw, dt sont arbi- 
traires, leurs coefficients devront être respectivement égaux dans ces deux 
membres. On aura ainsi deux équations du premier degré qui feront 

. dz dz ^ , ^ dv dv , . , , 

connaître -5-? -r- en fonction de -r-» -7-? et des variables v, m, <. 
dx dy du dt 

On procède de la même manière pour les dérivées d'ordre supérieur. 

Considérant z comme fonction de x, y, on a 

j* ^*^ji o ^'^ j j d'^z , , dz j^ dz -, 

On remplace dx, dy, d*x, d*t/, d*je par leurs valeurs tirées des équa- 
tions (2), différentiées en regardant du, dt comme constants, mais dv 
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comme variable, puisque v est fonction de u et de (. On substitue ensuite, 
dans réquation résultante, à dv sa valeur ci-dessus, et à d*v sa valeur 

dM* dudt dt* ' 

et Ton voit sans peine que les deux membres de Féquation prendront la 

forme Prfti'-*-2Qrfwrf< -f-Rc/i*. Les coefficients de rfti', dwrff, d«* devant 

être respectivement égaux de part et d'autre, il résultera de là trois équa- 

d*z d^z d*z dv 

tions qui fourniront -7—, - — — > -p-» exprimés en fonction de -p- » 

ax* dxdy dy* du 

dv d^v d^v d*v 1,. . . j 

-r-> T-T» -r-7 » -r: » et des variables. Et ainsi de suite. 

dt du* dudt dt* 

Si Ton reporte ensuite, dans la fonction V, les valeurs trouvées pour 

dz dz 

-7- > -J-» etc., et si Ton remplace x, y, z par leurs valeurs en r, w, f, 

la transformation demandée sera effectuée. 

83. Les méthodes précédentes pour le changement, soit des variables 
indépendantes, soit des variables et de la fonction cllc-méme, s'étendent 
facilement au cas où il y aurait trois ou un plus grand nombre de 
variables indépendantes. 

Exercices. 



dz dz 

«. Transformer V=a5- y-— en prenant pour yariables indépendantes r, 6; on a 

•F 

x:=zr cos 6, y =^r sin 0. 

dz 

dz dz 
». Faire la même transformatitn sur V=" a? -r--H y — • 

dx dy 

R. V=:r--- 
dr 



S. Transformer Téquation 






en posant 



a;-4-y=:tt, x— y = /. R. T~T:=t)- 
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Transformer " = ■-—;■—; — ( -— - 1 , e 

rfar dy' \dxdy J 



étant donné 



dic» dy* \dxd!/J "" (a,9j — ^aj)« 1 dï? dï* l diirii J J 

Cette propriété peut être généralisée, 
ft Transformer réquation 

da^ dy^ dz* ' 
les nouvelles variables r, 6, ^^ étant données par les équations 

a; = r sin cos ^^ y = r sin 6 sin •]/ , z-=. r cos 6. 



R. 



(-S) . <^-s) . 



d*|? 



dr sin 6 

k Transformer Pexpression 



dd 



sin*e d<^« 



= 0. 



vK^^W 



V=:i / 1-t- 

en introduisant les variables r, 6, ^^ définies dans l'exemple S. 



% / sin* 6 

R. V=^- . _ 

/dr \ 

sin I — sin 6 -h /• cos 6 I 

V" / 

9. Soient >, /x, v, trois nouvelles variables liées à a;, y, z par les équations 






z = 



Transformer en >, /*, v, l'expression ds* = dae*-*-dy*-4-dzr*. 

11. d8 -^^,_^,j(^,_^.)d/ -+-(^,_^,j(^,__^,jtf/^ -^(6«-v«)(c*-V*)'''- 

8. Deuo; fonctions ^, ç>| des variables a?, y, 2r vérifient l'équation 

df dfi df d(pi df dfi 

dx dx dy dy dz dz ' 

Transformer cette équation en prenant pour variables indépendantes >, /x, v (ex. 7). 

R. (i» - 6«) (X« - c«) (,«» _ ,«) J ^ + (/*« - 6«) (c« - /.•) (X« - v») ^ ^ 

a/ aï. ai*. a/A 

+ (6«-v») (c*-»') (x»-^') g ^r^**- 



LIVRE DEUXIÈME. 

APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



CHAPITRE IX. 

THÉORÈMES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. 
§ 1. SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES d'uNE VARIABLE. 

84. Soit 

une série ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes 
d'une variable or, les coefficients Oo, ai^-* cr„,-* étant positifs ou négatifs. 
Voici quelques propriétés remarquables des séries de cette forme. 

I. St, pour une valeur Xi de x, ta valeur absolue du terme général anX* 
ne croit pas indéfiniment avec n, la série (i) est convergente pour toute 
valeur de x numériquement inférieure à Xi, 

Car, soient a», r, ri les valeurs absolues respectives de a», x, Xi. La 
série 

r r' r»* 



• • . 



in 1 — 2-*-*'--* 

ri ri* ri" 

étant évidemment convergente lorsque r < ri , si l'on multiplie ses ter- 
mes respectivement parles facteurs «o, ain, aari',-' «nri",*-, qui, par 
hypothèse, ne dépassent jamais une limite donnée, on aura une nouvelle 
série convergente (20, IV) 

Cette série n'est autre que (1), dans laquelle on réduit chaque terme à sa 
valeur absolue : sa convergence entraine donc (22) celle de la série (i). 
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Celle-ci est donc convergente pour toute valeur de x telle que Ton ait 
r <C^i« I^c plus, il ressort de la démonstration que, entre ces limites^ la 
série reste encore convergente si Ton réduit chaque terme à sa. valeur 
absolue. 

D'après cela, marquons dans la suite des valeurs absolues de x. croissant 
à partir de zéro, la plus grande valeur ri de r pour laquelle ««r" ne devient 
pas infini avec n; il suit du théorème précédent que la série 

Oo -I- ttiX -h asx' -♦-.. + o„x** + ... 

sera convergente pour toute valeur de x numériquement inférieure à ri, 
et divergente pour toute valeur de x numériquement supérieure à ri; car, 
dans le dernier cas, le terme général a„x** croîtrait indéfiniment. Pour 
X = dbri, il pourra y avoir, soit convergence, soit divergence. 

85. II. La somme de la série (i) est une fonction continue de x, dans 
l'intervalle des valeurs de x où, la série est convergente. 
Soit 5 la somme de la série; posons 

S»= tto -H ttiX -*-••-♦- an_l x**"* ; Rn = «nX** + ttn^i X"+* H- • • • J 

d'où 

S = 5n -♦- Rn. 

Pour un accroissement infiniment petit Ax de la variable, Ton a 

As = Asn + AR„. 
Or, si nous désignons par p une quantité comprise entre r et n, la série 

étant convergente (84), on peut prendre n assez grand pour que Texpres- 
sion 

soit moindre qu'une quantité e, choisie aussi petite qu'on lèvent; eta/br- 
tiori^ pour toute valeur de x numériquement moindre que p, on aura 

val, abs, [a«x** -h a„|.ix"+* -♦-••••] <^ e. % 

Donc, la valeur absolue de ARn sera moindre que 2e. D'autre part, 
Sn étant une fonction entière et continue de x, on pourra, en prenant Ax 
assez petit, rendre la valeur absolue de Asn moindre que e, et par suite, 
celle de As moindre que 5e. Et comme e peut être supposé aussi petit 
qu'on le veut, on voit que As décroit au-dessous de toute grandeur donnée 
si l'on prend Ax suffisamment petit; donc la fonction s de x est continue. 
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Remarque. La continuité de la série s'étendra jusqu'à x = Xi inclusive- 
ment, si la série ao -♦- <x^r^ -♦-•••-+- a»ri** est convergente. 

86. III. Deux séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'une 
même variable x, et qui ont des sommes égales pour toute valeur de x qui 
assure la convergence de ces séries, sont identiques terme pour terme. 

Soient 

Qo -{- ttiX -{- OsX* -4- ... -4- OnX" -+-•••, 
ho + biX -h 6sX* -4- ... -4- 6nX** -♦-•••, 

les deux séries proposées, convergentes Tune et Fautre pour toute valeur 
de X numériquement inférieure à une quantité donnée ri. Posons x=0; 
Fégalité des sommes des deux séries donne Féquation 

ao = 6o. 
On a donc, entre les mêmes limites, 

X {tti -4- a^X -4- ttsX* H ) = x{bi -h biX -4- 65X* H ), 

et en divisant par x, supposé différent de zéro, 

ai -4- OsX H- ttsx* -♦- ••• = 6i -*- biX -4- 65X* -4- •••• 

Concevons que x tende vers zéro : le premier membre, d'après le théo- 
rème précédent, a pour limite la valeur de la série pour x = 0, c'est-à- 
dire Oi/ pareillement, le second membre tend vers 61; donc ai = 6i. 

Retranchant ai et 61^ et divisant par x, on prouvera de même que 
Oi=68, et ainsi de suite. En général, an = bn, et les deux séries sont 
identiques. 

Remarque. Les théorèmes I, II et III, ainsi que leurs démonstrations, 
s'appliquent même à des séries dans lesquelles a«, x seraient imaginaires : 
il suffit de substituer partout le module à la valeur absolue des quantités. 

§ 2. FORMULES DB TAYLOR ET DE MAGLAURIN. 

87. La formule de Taylor a pour objet le développement d'une fonc- 
tion en série convergente, ordonnée suivant les puissances entières, posi- 
tives et croissantes de la variable, ou de l'accroissement de la variable à 
partir d'une valeur donnée. Nous ferons usage du lemme suivant : 

Soit ç(z) une fonction de la variable 2, qui reste continue ainsi que sa 
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dérivée ç'(z) depuis z = a jusqu'à z= b^ ci soit (p(cf) = 9(6) : la dérivée 
(f/{z) doit s'annuler pour une valeur de z comprise entre a et 6. 

En eflFet, la fonction continue (p{z) ne peut reprendre deux fois la même 
valeur, pour jz = a et pour z= 6, sans être, dans l'intervalle, alternative- 
ment croissante et décroissante, ce qui exige que sa dérivée (f\z) change de 
signe entre z = a et z = 6 ; et comme elle est continue, elle passe néces- 
sairement par la valeur zéro. 
Soit F(x) une fonction de la variable x; x et x + A deux valeurs 
quelconques de la variable : nous nous proposons de développer, s'il est 
possible, F(x -4- h) en une série convergente qui procède suivant les puis- 
sances entières, positives et croissantes de h. Et comme la méthode des 
coefficients indéterminés indique quelle serait dans ce cas la forme du 
développement, nous sommes conduits à poser 

(A) F(x+h)=¥(x)+h¥'{x)+ ^F"(x)+...+ ^ g^*"~'_^^ F-«(a:)+R., 

ce qui est évidemment possible, quel que soit le nombre », pourvu que 

l'on détermine convenablement R„. 

Admettons que la fonction F(x), et ses dérivées successives jusqu'à 

l'ordre n inclusivement, soient continues par rapport à x depuis x jusqu'à 

x-vA; faisons 

R. = A'P, 

p étant une constante positive, égale ou inférieure à n, et cherchons la 
valeur qu'il faut attribuer à P. 

Pour cela, soit z une variable qui admet toutes les valeurs de à A, et 
posons 

(p(r) = F(x-i-ir) + (A-r)F(x-*-2) + fc^V'(x-^z) -!-... 

(h — z)— • „ , 

■*- r^Tq^tij F- (' ■*- -) -^ (A - ^)'P- 

Pour z=0, (p{z) se réduit à F(x + A), d'après l'équation (A); pour 
x = A, <p(x) est encore égal à F(x+A) : d'ailleurs, il résulte évidem- 
ment des conditions supposées que (p(z), et sa dérivée ©'(z), varient d'une 
manière continue de jc=0 à z=h. Donc ^'(r) s'annule (87) pour une 
valeur de z comprise entre et A; valeur inconnue, mais que nous pou- 
vons représenter par 9A, en désignant par 9 une quantité comprise entre 
léro et l'unité. On aura ainsi 

(p'(eA) = 0. 
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Op, en dérivant par les règles ordinaires et effaçant les termes qui se 
détruisent, on trouve 

et comme le facteur {h — z)^^ ne peut s'annuler pour aucune valeur de z 
comprise entre et h, nous égalerons à zéro le second facteur après avoir 
remplacé z par 0A, ce qui donnera 

i-2.(n— 4)p ^ ' 

Oa a donc, pour la valeur cherchée de Rn , 

i-2"(n — i)p 

Concevons maintenant que Ton fasse croître n indéfiniment, les condi- 
tions de continuité relatives aux dérivées ne cessant pas d'être remplies, 
et qu'alors Rn tende vers la limite zéro. La somme 

Flx) -4- h¥\x) -*-...+ , ^^" ' ,, F«-< (x) 

tendra indéfiniment vers F(x -h /t), puisqu'elle en diffère d'une quantité 
R» tendant vers zéro, ce qui revient à dire que la série indéfinie 

F(x) + AF'(x) + ^^ F"(x) + 



est convergente et a pour somme F(x -4- h). C'est en cela que consiste le 
théorème de Taylor. 

La quantité R«, qui mesure l'erreur commise en arrêtant la série après 
le n'*"» terme, se nomme le reste. Ordinairement, p étant arbitraire, on 
le suppose égal à n, et l'on a 

La formule de Taylor prend alors la forme 
(I) nx + A) = F(x) + AF'(x) + ^ F"(x) + • •• + ^^'^^~'_^^ F-'{x) 

*" F-(x + e^). 



l'2"« 
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8§. Remarques, — I. Il résulte d'une remarque faite plus haut (86) 
que la fonction F(r-*-A) ne peut être développée que de eette seule ma- 
nière, en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de h. Toute série remplissant ces conditions serait, en effet, identique 
avec la série de Taylor, terme pour terme. 

II. Il est indispensable, pour appliquer la série de Taylor au développe- 
ment d'une fonction donnée, de s'assurer que le reste R« tend vers zéro 
lorsque n devient infini. Il y a un cas où cette condition^est certainement 
remplie, c'est celui où F"{x) ne peut dépasser une limite donnée, quelque 
grand que soit n, pour aucune valeur de x entre a: et x h h. En effet, 
soit II le nombre entier immédiatement supérieur à h; on a 

1 2- -w"! 2. .(^—1) ^ii+l "n'^i 2-.(fJt— 1)' \ii) ' 

et comme ce dernier facteur a pour limite zéro, - étant <^ 1, le facteur 

A** 
a aussi pour limite zéro, n croissant indéfiniment. D'ailleurs 

F''(x-f-0/») ne peut pas croître, par hypothèse, au-delà de toute limite; 
donc etc.... 

La principale difficulté consiste donc à reconnaître si F"(x) peut, quand n 
devient infini, croître indéfiniment. 

III. On ne sait rien de 0, sinon que cette quantité est comprise entre zéro 
et l'unité. Cependant l'expression du reste suffit pour faire connaître deux 
limites de l'erreur que l'on commet, en prenant seulement n termes de 
la série. Car, soient A et B la plus petite et la plus grande des valeurs par 
lesquelles passe la fonction F''(x), lorsque la variable passe de la valeur 
X à la valeur x -*- A. On aura 

F" (x -^ 0A) = M (A, B), 
et par suite 



«•=M(î:|bi^'ï:|^«) 



IV. Si, dans l'équation (i), on fait n égal à l'unité, on obtient 

F (x -4- A) — F (x) = AF (x -+- 0A), 

formule souvent employée, et qui se déduit aussi du théorème du n° 41 . 

V. Dans certains cas, la forme adoptée ci-dessus pour R» permet diffi- 
cilement de reconnaître si le reste converge vers zéro. On recourt alors 



— 123 — 

à la suivante, qui s'obtient en faisant p = 1 dans l'expression générale 
obtenue d'abord : 



A* (1 — 6)""' r, . 



(n-1) 

89. On peut écrire de diverses manières la formule de Taylor. Si la 
fonction F(x) est désignée par y, et si fe est raccroissemcnt qu'elle reçoit 
lorsque l'on change x en x -h fe, l'équation (i) prend la forme 



a;-4-0A 



^ ^ ^ ^ dx dx^ i.2 rfx»-» 1.2..(n-4) i.2..nWxV 

Si, dans réquation (i), on remplace par Xo, x les deux valeurs quel- 
conques de la variable qui y sont désignées par x, x -♦- A, on aura 
A = ar — xo, et il viendra 



(5) 

(^F.[x.-.e(x-x„)]. 

On peut prendre Xo = 0, et Ton a 

9 étant toujours compris entre et 4 . 

Cette formule est celle de Maclaurin. Elle fournit le développement 
d'une fonction F (x) suivant les puissances ascendantes de la variable x, 
mais à la condition, résultant de ce qui précède, i° que la fonction et ses 
dérivées restent continues depuis x = jusqu'à la valeur de x que l'on 
considère ; 2° que le reste 

Rn = T-J^F»(ex) 
i-2- n ' 

tende vers zéro lorsque n croît indéfiniment. Ce reste peut aussi se met- 
t'e sous la forme 

que l'on obtient en remplaçant x par et A par x dans l'expression don- 
née plus haut (a). 
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Les remarques faites au sujet de la série de Taylor s'appliquent néees- 
sairement à celle de Maclaurin. Ainsi, le développement n*est possible 
que d'une manière, etc. 

§ 3. APPLICATIONS. 

90. Si Ton prend F(t)=A', on a, d'après une formule connue (64, III), 

F«(x) = A'(l.A)\ 

La fonction et toutes ses dérivées restent continues, quel que soit x. 
La formule de Maclaurin donne donc 

A-=«^xl.A..^:^(l.A)«4-..-^ ^^;^"^;'_,^ (l.A)-.-'-H^^(l.A)--A'>». 

On a vu plus haut (88, II) que l'expression 

(xl.A)" 
i . 2 ... n 

tend vers zéro lorsque n devient infini; le facteur A0« a une valeur finie 
comprise entre i et A*; donc le reste a pour limite zéro, et l'on a 

, (xl.A) (xl.A)« (xl.A)' 
112 12 3 

quelque valeur que l'on attribue à x. Le cas particulier où A = e donne 
l.A = 1, et par suite 



e' = 1 -I- X -H 



X* x' 



1*2 1 2*3 

91. Supposons, en second lieu, F(x) = sinx, d'où l'on tire 



F» (x) = sin ( X -*- n - y 



Cette dérivée étant toujours continue et au plus égale à 1 , quel que 
soit X, pour toute valeur de n, on voit immédiatement que la série de 
Maclaurin sera toujours applicable. Elle donnera 



sm X = X — 



x' X* x^ 



123 1.2-3.4 5 12. .7 



•••> 
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le reste étant, lorsqu'on s'arrête au terme affecté de x*~*, 

-^^1— sin (bx -h n|^ = M /^dz j-f—\ 
i-2-n \ 2/ \ i.2-ny 

On trouverait, par des raisonnements semblables, 
cos X = 1 — 



X* X* X* 



12 12 3 4 1 23. 45 6 
quelle que soit la valeur attribuée à x. 

M. Si nous posons F(x) = 1.(1 -h x), nous trouvons 

1 1 1-2 -(n — l) 

FYx)=--^— , F"(x)=— — ^-— , .. , F«(x) = (— 1)'-»-!^^^^^ ± 

^' l-*-x' ^^ (1-+-X)*' ' V ^ V >' (l H- x)» 

Toutes ces dérivées sont continues si x]> — 1. On a donc, par la for- 
mule de Maelaurin, 

X* x' x**""* 

1.(1 -h x) = x — — -h— — •••± 7 -hR„, 

^ ' 2 3 y» — 1 

et, en adoptant pour Rn la seconde forme (|3), 

x«(l — 9) 



Rn = ± 



* X /x — SxX**-* 

"~ 1 -*-ex\i -*-exy ' 



(1 4- ex)' 

La convergence de la série exige d'abord que la limite du rapport 

I — (n — 1)- I du terme de rang n au précédent soit moindre que l'unité 

en valeur absolue, ce qui exige que Ton ait 

x=M(— 1, + 1). 

X 

Si X est >0 et <1, le facteur-; r- a une valeur finie moindre que 

1 -H 0x ^ 

X — Qx /% — 0x\"""* 

X ; la fraction ;:- est > et <x, donc ( ; r- ) a pour limite 

1 -4- 0x \1 "*" ^^/ 

zéro quand n devient mfini; lim R„ = 0. Si x<0 et > — 1, en faisant 

x = — r, il vient 



«•=*ïéô;(î5|r^ 



T 

le premier facteur a une valeur finie < ". > le second tend vers zéro 

1 — r 
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avec - 3 car ^ est toujours moindre que r. Donc R« a encore pour 

limite zéro. 

Ainsi pour toute valeur de x comprise entre ~ i et -♦- i, la fonction 
proposée est développable en série convergente par la formule de Ma- 
claurin, et Ton a 

1 /i \ ^* ^' ^* 
1.(1 -^a;) = x— 2 +-5 — -r-< 

93. Cette formule ne s*appliquant pas aux valeurs de x supérieures à 
l'unité, il est utile de la transformer. Posons 

p — 9 
x=- -9 

p-k- q 
d'où 

P 1 -4- X 

q \ — X 

et supposons que p, q soient tels que x = M ( — i , -i- 1). 
Nous aurons, en changeant x en — x dans la série trouvée plus haut, 

fjrt M>3 ffth 
1. (i j)= — X — ; . ., 

^ ' 2 3 4' 

^ x^ x' ^ 

l.p — 1.5r = l.(i 4- x) — 1.(1 — x) = 2[ X +— - -♦- -- + ... j; 

ou, en mettant pour x sa valeur, 

1 «=i g I sT^"^^ I VP"""gV , V/^-gV , 1 

-r -V Ip-hq ^Kp-t-qJ ^Kp-^qJ J. 

En choisissant p et qf de manière que {p — q) soit très-petit et (p + q) 
très-grand, on obtiendra une série très- convergente, qui donnera l.p, si 
\,q est connu. 

Exemples ; p = 2, </ = i , 

1.2 = 2( --*--. --!--. -4- ); 

p = iO, 9 = 8, 

1.10 = 51.2 H- 2 I -H 4- 7 + •••• 1. 

V9 3 95 5 9^ / 

Pour passer les logarithmes népériens aux logarithmes vulgaires , il 
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suffira de multiplier les premiers par le module M, dont la valeur (1. iO)""* 
peut être calculée à l'aide de la dernière série. On trouve 

M = 0,454294481.... 

94. Proposons-nous encore de développer la fonction 

F(x) = (l -i-x)«, 

a étant une constante quelconque. Les dérivées 

F'(x) = a (i -4- xy-' , F"(:r) = a (o — 1 ) (i -4- x^'^ . . . 

F"(x)=a(a — l)---(a — n-f- i)(i -i-x)"-'*,... 

restent continues tant que x > — i. On a donc 

/■ X M a(a— i) - a(a — i)-"(a— » + 2) , ^ 

i-2 i-2«'(n — i) 

d — n-4-i 

Pour que la série soit convergente, il faut que le rapport x 

n 

tende vers une limite numériquement moindre que Tunité, ce qui exige 

que X soit compris entre — i et -*- i. Il suffit donc de considérer ce cas. 

En adoptant la seconde forme (p) du reste, on trouve 

-_ a(a — i)...(a — n-4- i) ,^ ., ^ /i-^GV"* 
Rn = -^ — T ' X** • (i -I- 6xV~* • I I 

Le premier facteur tend vers zéro quand n devient infini, car la série 

A ' .(a — 1)(a — 2)...(a — n + 4) 
qui a pour terme général — -. — ^-jr x»» est convergente, 

comme on s'en assure sans peine, pourvu que x* soit <^i. Le second 
facteur, (i -nôx)*»"*, a une valeur finie, puisque i -4-Gx]>0 dans notre 

hypothèse. Le troisième facteur, i - — r- J est moindre que l'unité, 

car si x>0, on a i-*-Gx]>i>i — 9; si x<0, on aura x = — r, 
r étant compris entre Oeti, donc 6r<0, 1 — Gr>i — G; dans les 
deux cas on a donc 

i — e > 

i -4- Gx < i * 

Le reste Rn, étant composé de trois facteurs dont l'un a pour limite 
zéro, les deux autres ne croissant pas indéfiniment, a pour limite zéro; 
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la série de Maclaurin est donc applicable, et Ton a, pour toute valeur de 
X comprise entre — i et -4- i, quel que soit a, 

\ ^ ^ ^ 1-2 1.2-3 

Si X est, en valeur absolue, plus grand que Funité, la série est diver- 
gente et par conséquent inapplicable, à moins que a ne soit entier et 
positif: dans ce cas, la dérivée (a -+- i)**^' de (i + xY étant nulle, le reste 
Ra+i est nul aussi, et la formule de Maclaurin donne le développement 
de (i -h x)" en un polynôme de a + i termes ordonnés suivant les puis- 
sances croissantes de x, pour toute valeur de x. 

Si X est égal à db i, la formule (B), dite du binôme^ est encore exacte 
sous certaines conditions, qui exigent une discussion spéciale. 

Les cas particuliers suivants se rencontrent fréquemment : 

i 

o = — i ; (i -*- x)~* = , = 1 — X -I- X* — x' H 

i -4- X 

i 

a = — -5 x=— z*, 2* < i : 
2 

•ri i . 1 • ^ 3 , 135 . 

^ ^ /rri» 2 24 24.6 

95. En posant F(x) == arc tg x, on aurait, d'après l'expression connue 
de F''(x) (ch. IV, ex. 7), 

F» (0)= (— 1)«-« 1.2... (n— l)sin (n^^ 

x' x^ x^ 
arc tgx=:x— -^-t-~ — ^ -»-•••; 

la série est convergente ou divergente suivant que x* est < ou > i. Dans 

le premier cas, le reste 

x** sin (n arc cot 9x) 
R» = ± — 

" (1 -h 6V)Î 

1 

converge vers zéro en même temps que - » la somme de la série est 

donc égale à arc tg x. Il en est encore de même si x = i, et Ton a 

TT ^ 1 i i 

4 3 5 7 
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Cette formule étant trop peu convergente pour le calcul de tt, on a 
>ecours à la suivante : posons 



d'où 



1 TT 

j2 = arc tg - > -^ = 4^3 — Uy 
4 



/. 7r\ tff4z — 1 



120 

en calculant tg 4z, nous trouverons 7--.» d*où 

119 



'«"^À' Î=4arctgl-arctgi5, 



d'où enfin 



l^J^ \_ J \ / 1 1 1 \ 

4 \B 3. 5' "^^ 5.55 "7 V259 3 . 239' "*■ 5 . 239» '" )' 

•0. La vérification de la condition lim Rn = oiFrc souvent des 
difficultés, puisqu'elle exige que l'on sache former l'expression de la 
dérivée n'**^ de la fonction à développer. Mais on peut dans plusieurs cas 
s'en dispenser. 

Ainsi, lorsque l'on sait d'avance que la fonction F(x) est développable 
en série convergente de la forme 



Oo -H aix -I- aax* -*-•••-♦- a^x" -i- 



• • • 



comme on sait aussi (88, I) que ce développement doit coïncider, terme 
pour terme, avec celui que fournit la formule de Maclaurin, il est clair 
9ueB„ doit tendre vers zéro. On peut alors se borner à calculer les coeffi- 
cient ao, ai,..., soit par la méthode des coefficients indéterminés, soit en 
formant F'(0), F"(0),.., F^fO) de proche en proche, par la méthode indi- 
quée au n*» 74. 

Si l'on a à développer une fonction composée, la formation des déri* 
rivées successives sera généralement très-laborieuse, et il vaudra mieux 
développer les fonctions plus simples dont la proposée se compose, puis 
combiner, à l'aide des règles connues, les séries trouvées. Soit, par 
exemple, 

p(x) = 14^-î:f), x=;M(— 1, -vl). 
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On a 



X* ac' X* 



1 /j \ ^ M ^ 

l.(i+a;) = x— y + j — j+..-, 

(i -4- j)-« ==i — X-HX* — X' -♦-•••, 

et CCS deux séries restent convergentes (84) si Ton réduit chaque terme 
h sa valeur absolue. On a donc, d'après la règle de multiplication des 
séries (25, XIII), 

1.(1 +x) A i\ , A i ^\ . A ^ ^ ^\ 1 

— J ^=X — I 1 H |X'-4-| IH 1 IX* — I 1-*- 1 H- IX* -4- •••• 

i-^x \ V \ 2 y V 2 3 4/ ' 

pour les valeurs de x comprises entre — i et -4- 1 . 

Exercices. 

1. Développer, par la série de Maclaurin, F (a;) •=sid*x. 

., ir(2«)« (2»)« . (2x)» 1 

n. bina; 2L1.2 1 2. 3-4 1 2- 3.456 J 



On a 

(2»)- 



R« = - 



1-2-n 2 



gCosf 2ôaî+n|jî 



la série est exacte quel que soit x, 
9. Développer e«»cos6x. — En posant a=rcosf, 6 = rsin y, on trouve 

r*x* r*sc^ _ 

e*»cos6aj:=l -f-roccoso-h ;— ^cos2f>-t- 7-5—= eos3y + '", 



R„ = 7^^^ c«®* cos (60aî -!-«?); 
1 • J ••• w 

la série est exacte pour toute valeur de x. 

Cas particulier où a=i6=:i, y=-' 

On développe de même c** sin 6a?. 

S. Développer y = (arc tg x)*. 

On voit sans peine que le développement est possible, et que Ton a 

(£S>^-(S).*"(.-.>-(.-s(^).=.. 

ce qui permet de calculer tous les coefficients de la série en partant des trois premiers. 

i i — « 

4. Développer -, r ; • — R. On met la fonction sous la forme ■ . ■ . 1 
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et Ton trouve 



i 

= 1 — x-i-x* — a^ -♦- »• — «• -4 — , 



i +x4-aj*-|-aî' 

pour toute valeur de x comprise entre — i et -4-1. 
ft. Développer la fonction 

« arc tg a? — 1. V/ÎHhœT 

R> On a, X étant compris entre — 1 et +i, la série convergente 

X* X* »• ac* 

t. Démontrer, en s*appuyant sur la formule de Taylor, que Ton a 
««££M = F'(x), Kw^ = F"K etc., 

àx tendant vers la limite zéro. 

§ 4. EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 

97. On a établi, pour toute valeur réelle de la variable x, les équations 



e' = i -4- X 4- 



X* x' 



12 123 



..., 



cos X = 1 — 



X* X* X® 



iâ iâ-5-4 i-2-5-4.5.6 



..., 



x' x*^ x' 

sin X = X 1 !-•••• 

423 1.2-3.4. 5 12. 3. ..7 ' 

et, d'après une remarque déjà faite (84), ces séries restent convergentes 
lorsqu'on réduit leurs différents termes à leurs valeurs absolues. Conce- 
vons qu'on remplace, dans ces trois séries, x par une quantité imaginaire 



z=X'4- y (/ — 1 = r (cos 9 -v j/ — 1 sinG); 
on aura des séries imaginaires convergentes, car les séries 



• • • . 



12 ' 12 12.3.4 ' 123 1.2.3.4.5 ' 

obtenues en réduisant chaque terme à son module, sont convergentes 
d'après l'observation faite ci-dessus; et nous avons démontré (24, X) 
qu'une série imaginaire est convergente lorsqu'elle satisfait à cette con- 
dition. 
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Gela posé, nous représenterons enoore les sommes de ces séries ima- 
ginaires respectivement par 6*+»^^^, cos(x+y[/ — 1), sin(!r-4-yj/ — 1), 
en sorte que nous auronSypar définilion^ pour toute valeur imaginaire de z, 

1.2 1-2. 3 ' 



(1) < cosz=l- — -* 



t • • 



1.2 12.3.4 1.2.. 6 ' 



sinz=z — 



z' 2*^ JZ' 



12 3 12... 5 12- .7 

De là résultent quelques conséquences importantes. Si, dans la première 
équation, on remplace z par z^ — 4, on a 

> — / z* JZ' / z^ z^\/ — 1 

^ 1-2 1.2-3^ 1-2 3.4 1.2-3.4.5 ' 

résultat identique à celui qu'on obtient en ajoutant terme à terme la 
seconde série à la troisième multipliée par [/ — 1. On a donc 

(2) e*^^-*^= cos z 4- j/ — i sin z, 
et en changeant j3 en — z^ 

(3) e-»>/^;= cos J3 — |/ — 1 sin z. 
On déduit de ces égalités les suivantes : 

(4) cosz= > sinz= ; » 

2 2/— 1 

qui ont lieu, comme les précédentes, pour toute valeur réelle ou imagi- 
naire de J3; et aussi celles-ci : 

98. On démontre sans peine que les propriétés fondamentales des 
fonctions e*, cos.r, sinx, subsistent quand la variable devient imaginaire. 
On a d'abord, r, z' étant imaginaires. 



^ ^ 1-2 123 



> 
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en effectuant la multiplication des séries d'après la règle du n' 25, puisque 
les modules de leurs termes forment deux séries convergentes. Or, cette 
dernière série n'est autre chose que e*+''; on a donc 

(5) «*.e«' = e»+''. 

On Terrait de même, à l'aide des formules (2), (5), (4}, (5), que l'on 
ae*»=(c*)~, 

cos* z 4- sin' jc = 1 , cos{z -¥- z')=i cos z cos z' — sîn z sin z', etc. 

D'après cela, nous pouvons sommer les séries (1), ou trouver les quanti- 
tés imaginaires représentées par e*, cos z, sin z, z étant égal à x-+-y^^ — i. 
Nous aurons d'abord, d'après les équations (5) et (2), 

g,+y|/=T_ çr . ^ixTTi _. ^ ^g^g y _^ |/_i sin y), 
ensuite 

cos(a:H-y/-i)= ^ = ^ ^ 

<ioà, en vertu de l'équation précédente, 



ey -4- c-y / — ■ e» — c-y . 



cos(x-+-j/j/ — 1)= cos X — y — 1 — r sin x. 

On 



aurait de même 



& -f. c^y . / — r ty — e^y 



sin(x + yj/— 1) = - — - — smx-f-j/— 1 r — cosx, 

M À 

^ Sorte que les fonctions e*, cos z, sin z, sont ramenées à la forme type 
^-i-Y(/— ÏW. 

^B. Les formules ci-dessus sont susceptibles de nombreuses applica- 
^*is. Pour en donner un exemple, si dans l'égalité 

4 • , x* — 1 

X 1 

*^^ a lieu, évidemment (5), pour toute valeur réelle ou imaginaire de r, 



^* > Nous n*empruntons ici à la théorie des fonctions d'une variable imaginaire que 
^Iques formules très-simples dont nous aurons besoin, cette théorie formant une 
^ton importante de la seconde partie de ce cours. 



* = ^|cos(n-i)--*-/— lsin(n— i)^! 
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oo pose x=c<>v^^, on trouve 

1 ^ cO/=i ^ eîOv/Zï ^ ... ^ e(— *)0V^^ = - — iz^ 

x*^— • — rK-t (n-i) y — sin— - 

et, en décomposant cette équation en deux autres, 

sinycos(n — 1)- 
^ -*- cos -♦- cos 29 -♦- •• • + cos (n — 1)6= —. . > 

.6 

sm- 

2 

sm —. sm (n — 1) - 
sin 9 + sin 29 -I- . . -4- sin (n — 1) 9 = 



. 9 
sin- 



— Soit encore à trouver la valeur du produit 



. TT . 27r . , .. TT *Z . *^ 

sin - • sin — ••• sin (n — 1) - = Il sm — • 
n n ^ ' n Jz, n 

Ajtt 
En mettant pour sin — sa valeur en exponentielles imaginaires, on a 

sans peine 

(6) n 8in- = — — = — n e » n V« — ^j- 



Op 






=G *'^)' '=(-i/=T)-. 

D*autre part, on a vu (9) que toutes les racines de Féquation x* — i =0 
8*obtiennent en faisant successivement fc = 0,l,2,..., n— 1, dans 
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l'expression 



tkit, 



cos H 1/ — 1 sin — = e * 

n n 



d'où il suit que 

X*— 1= n Ix— e * J={x—i) n Va:— e • ) ; 

d'où, comme 

X* — i =(x — l)(i -♦- a; -4- x'-*-»»« -4- «••"*), 
il vient 

Faisons x= 1 dans cette égalité : nous aurons 

n ( e - — 1 ) = (— i)*-*.w, 

et en substituant dans Féquation (6), nous trouverons cette formule remar- 
quable : 

. TT . 2;: . , -.71 n 
sm - • sm — ••• sin (n — i) - = - — - • 

Exercices. 

1 . La fonction tg z étant définie par Téquation 

sin^r 

cos z 

trouver son expression sous la forme X-+-YV/'--l. 

9. Démontrer les formules 

^f. w* y/* -V* sinnOcosnO 

cos + cos 56 + cos 50 + •• * + cos (2n — i) = : i 

^ sm 

sin -H sin 3$ + sin 50 + ..• -i- sin (2?i — 1)6= — : • 

^ sm e 
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CHAPITRE X. 

VRAIES VALEURS DES FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS 

FORME INDÉTERMINÉE. 

100. Nous avons déjà remarqué (57) que certaines fonctions, pour une 
valeur particulière de la variable x dont elles dépendent, se présentent 
sous une forme qui n'apprend rien, telle que §, ^ , 0- oo , etc., et que, 
dans ce cas, on cherche la limite vers laquelle tend la fonction, lorsque 
la variable x s'approche indéfiniment de la valeur particulière a, qui 
donne lieu à la forme indéterminée. Cette limite se nomme la vraie valeur 
de la fonction pour a; = a, et nous allons chercher comment on la déter- 
mine, au moyen du lemme suivant : 

Soient f(x), F(x) deux fonctions de x; a et x deux valeurs de la variable, 
entre lesquelles f(x) et F(x) sont continues, et F(x) constamment croissante 
ou constamment décroissante. Concevons que x passe, par accroissements 
infiniment petits, de la valeur a à la valeur x, et soient Ziif, Asf,..., A^f ; 
AiF, AsF, •••, AnF les accroissements correspondants des fonctions, ces 
derniers tous de même signe. On a 

f(x) — f(a) _ Aif >4- Aaf -4- »■ . -4- AJ _ ^ / Aif A.f A^fX 

F(x) — F(a)~AiF-*-A8F-t-. .-i-AnF"""* V^AiF' A^F' *"' A^Py 

Af 
n étant indéfiniment croissant. Mais le rapport — a pour limite, comme 

on l'a vu (44), ~t:Ou rrr-r; on en conclut, à la limite ou pour n infini, 
^ D,F F (x) 

f(x) - î{a) ^ »^ f (X) 
^^ F(x)-F(a) ^"a r(x) 

Cette égalité ne suppose aucune condition de continuité pour les déri- 
vées f'{x)y F{x)y entre a et x. 

101 . Considérons d'abord les fonctions qui aflfectent la forme §. Si, pour 
une valeur a de x, on a 

f(a) = 0, F(a)=:0, 
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f(x) 
la fraction Jr-^ se présente sous la forme ^ pour x = o. L*cquation (1) 

F(x) " 

devient, x étant supposé différer infiniment peu de a, 

la limite du premier membre est la vraie valeur cherchée ; quant à celle 

f(x) 
du second, évidemment, si ,. \ - tend vers une limite déterminée quand x 

F(x) 

tend vers a, cette limite sera aussi celle de la valeur moyenne, et Ton 

aura, par conséquent, 

(5) lim —-7 = um --7-4 • 

^ ' F(x) F'(x) 

Si r(x), F'(x) sont finis et différents de zéro pour x = a, la vraie valeur 

cherchée est ^:, { ; si ffx) est nul, ou F'(x) infini pour x=o, la vraie 

F (o) ^ X / r 

valeur est zéro; si f(x) est infini ou F(x) nul, c'est l'infini. 

ffx) 
Si Ton avait encore r{a) = 0, F'(a) = 0, la limite de -^ se présente- 
rait i son tour sous la forme §, mais on lui appliquerait la même règle 
Qu'à la proposée^ et l'on aurait 

F(x) F"(x) 

Si celle-ci était encore indéterminée de forme, on lui appliquerait le 
même procédé, et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on tombe sur deux dé- 
rivées qui ne s'annulent pas simultanément pour x == a. 

Exemple : la fonction ; — a la forme 2 pour x :^ 0. En lui appli- 



<iuanl la règle ci-dessus, on trouve successivement 

e* — e«ïn« g* — e«'"*'cosx ,. e* — ^'"«(cos^x — sinx) 

lim =ltm — ; = lim : 

X — sin X i — cos X sm x 

e* — c*'"'(cos'x — Ssinxcosx — cosx) . 

= Itm ^^ __ = i . 

cosx 

La vraie valeur cherchée est donc égale à l'unité. 

13 
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On simplifie souvenl les opérations par des artifices convenables : soit, 
par exemple, la fraction 

1.(1 -4- x-^x') 4-1.(1 — rr4-a;*) 
secx — cosx 

dont on demande la vraie valeur pour x=0. Après Tavoir mise sous la 

1.(1 -4- a;*-^a;*) , „ , « . , 

forme — —, z ■- cos x, comme le facteur cos x tend vers lunité, 

1 — cos* a: 

il suffira de chercher 

,. 1. (1 -♦- x* -♦• X*) -. l-t-2a* X 

hm -^ — r-i -= Itm 77 : 

sin' X (1 -*- x* -*- X*) cos X sin x 

On voit de même que le premier facteur de ce produit a pour limite 1, 

X 

X tendant vers zéro. La vraie valeur cherchée est donc lim -: — , c'cst-à- 

sinx 

dire l'unité. 

La règle subsistant quel que soit a, on prévoit qu'elle s'appliquera 
même pour a = oo, c'est-à-dire lorsque, les fonctions f(x), F(x) ayant 
pour limite zéro quand x croit indéfiniment, on voudra connaître la limite 
de leur rapport. Soit, en effet, a une valeur de x très-grande ; dans 
l'équation (1), faisons croître x Indéfiniment, et remplaçons lim F(x) = 0, 
lim f(x)=0. 11 vient 

F(a)~^% F'{xy 

et comme, dans cette équation, a peut être supposé aussi grand qu'on le 
veut, on aura, en faisant tendre a vers l'infini, 

lim -~{ = '*^ 7rrT= '*^ t^A. • 
F(o) F{x) F'(x) 

109. Lorsque, pourx=a, f(x) et F(x) deviennent infinis, le rapport 

-TT-x prend la forme indéterminée -^ • Pour connaître sa vraie valeur, 
F(x) ^ ^ ' 

posons 

e étant très-petit, mais invariable* La continuité des fonctions f et F entre 
a-t- e et X permet l'emploi de la formule (1), et l'on a 

f(x)-f(a.) ^„a^ f(x) 
F(a:) — F{«,) '"a, F'(!r) ' 
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Divisons haut et bas, dans le premier membre, par F(a;), et faisons 

! tendre X vers la limite a; F(x) croissant alors indéfiniment, -Mr> \ 
^ ^ ' ' F{x) F(x) 

f(x) 
ont pour limite zéro, et le premier membre se réduit à /tm— ^-^« On a 

F(x) 



donc 






MEais, comme e peut être pris aussi petit qu'on le veut, a et a + e diffè- 
rent aussi peu qu'on le veut, sans que cela influe en rien sur la valeur 

du premier membre ; on peut donc, sans difficulté, supposer e infiniment 

peUt, et l'on a, x ayant pour limite a, 

F(x) F(x) 

Cette démonstration subsiste, lors même que la vraie valeur de la fraction 
est nulle ou infinie, et il suffirait, pour l'étendre au cas où a = Qo , de 

regarder ai comme une constante ayant une valeur aussi grande qu'on le 

veut. 

Nous sommes donc ramenés, pour déterminer les vraies valeurs des 
fonctions de forme ^,à la même règle que dans le premier cas; mais il y 
a ici à observer que la dérivée d'une fonction qui devient infinie pour une 

valeur finie x = a, étant aussi infinie pour x=a, la fonction -r;^ aura 

*^ h (x) 

pour x = a, la forme •^; il en serait de même de , etc., en sorte 

h (X) 

que la même difficulté se reproduirait indéfiniment. Néanmoins, on 

pourra généralement effectuer sur ces nouvelles fonctions des "simplifica- 

tions, et déterminer la limite de l'une d'entr'elles, lorsque x tend vers a; 

cette limite sera, en vertu de l'égalité ci-dessus, la vraie valeur cherchée. 



1 



■G) 



Soit à trouver la valeur de — ^-^ pour x = 0. Nous aurons 

cot. X 



..„ 'w^i..^. \ V 



— ~ sin 'x 

Uni — ^— ^ == Uni -—-^ /—r- = Uni == 0. 

cotx / i \ X 



y^ sin *xy 
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10S. Les autres indétermiDotions apparentes se ramènent aux précé- 
dentes. Si ((a) =: 0, F(a) c= « , le produit f (x)'F(x) prend, pour x = a, 
la forme oo . Mais on a identiquement 

f(x) F(x) 



t{x) . F(x) = 



[f(x)J [f(x)J 



et ces deux rapports se présentent, le premier sous la forme § , le second 
sous la forme ^, ce qui nous ramène aux règles données plus haut. 
Si f(a)= 00 , F(a) = oo , la fonction f(x) — F(a;) prend la forme oo — oo : 

on lui donne la forme § par une réduction au même dénominateur, et on 

1 

la traite comme précédemment. Soient a =0, f(x) — F(^) = cot ar, 

X 

on aura 

,. /i \ ,. sinx — xcosx ,. xsina? _ 

lim ( -f — cot X I = lim : = Itm = 0. 

\x y X sin X sm x -4- x cos x 

Enfin, si l'on a f(a)=0, F(o) = 0; ou f(a)=0, F(o) = 00 ; ou f(a)=oo , 
F(a) = l, la fonction F(xy(') prend Tune des formes Oo, ooo, 1*. On pose 

ç(x) = F(x)'('), d'où 1. <p(x) = f(x) 1. F(x) , 

et, pour x=a, I.cp(x) prendra, dans les trois cas, la forme Ooo. Sa 
vraie valeur se déterminera par la méthode indiquée, et fera connaître 
celle de 9 (a). 

104. Remarques» — 1° Il est parfois plus simple, dans le cas où les 
deux termes d'un rapport s'évanouissent pour x == a, de développer en 
séries convergentes le numérateur et le dénominateur, d'effectuer les 
réductions, puis de faire x=:a. Soit à chercher la vraie valseur, pour x =0, 
de la fraction 



1/ 2 . 1 \ 

^,(^x~-sinx~-tgxj. 



On peut lui appliquer la méthode du n^ iOi, mais il vaut mieux lui 
donner la forme 

(3x — 2 sin x) cos x — sin x 
5x* cos X 

1 



Sx^cosj 



[0"-'"--m— )0~^"*'i-^~")~('^~ï^"') 
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faisaol les réductions, supprimant x^ qui devient facteur commun aux 
deux termes de la fraction, et posant ac=0, on trouve pour la vraie 
valeur demandée 

1 / 1 1 5 \ i 

oV,l-2.3.4 123 1 .2.D.4.5y'^"~2Ô' 

2° 11 est essentiel d'observer que l'application de la formule (5) 

Uni = Uni 

F(x) F\x) 

suppose, en premier lieu, que F'(x) reste constamment de même signe 
quand x tend vers la limite a; en second lieu, que le rapport des dérivées 
tende vers une limite déterminée, car il pourrait se faire que ce rapport 

n'eut pas de limite, sans que l'on puisse affirmer pour cela que le rapport 

î(x) 

ppi n'en a pas. Seulement, la limite de la quantité 

ne pouvant plus être connue, la méthode proposée n'a plus de succès. 
Cherchons, comme exemple, la valeur de la fraction suivante, qui se 
présente sous la forme ^ pour x = : 

X* sin - 

X ^ / 1 1\ 

m x = M (2xsin cos- )(1 -4-x). 

1.(1 -4- x) -^"O^ X xj^ ^ 

Comme la quantité sous le signe moyenne ne tend vers aucune limite 
déterminée quand x tend vers zéro, on ne peut rien connaître de la 
limite de la moyenne elle-même, ni par conséquent de celle du premier 
membre de Féquation. Mais en écrivant celui-ci sous la forme 

X 1 

• xsin -5 



1.(1 -f-x) X 

on voit qu'il a pour limite zéro. 

105. La dérivée d'une fonction implicite y, définie par une équation 
F(x, y)=0, prend la forme § lorsque, pour certaines valeurs de x et 
de y, les dérivées partielles de la fonction F s'annulent à la fois. Le 
moyen le plus simple de trouver sa vraie valeur consiste à différentier 
une seconde fois l'équation : le coefficient de cPy s'annule, car il est égal 
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tiP du 

à -7- 5 et Ton a une équation du second degré en -~ qui, résolue, donne 

deux valeurs pour cette expression. Par exemple, l'équation 

y* — 96a«y* -+- 100a«x« — x* = 



donne 



(t/3 — 48a«y)^ + (SOa'or — x*) = 0, 



et pour x = 0, y = 0, la dérivée de y prend la forme ^. Différentiant 
de nouveau, et observant que le coefficient de d^y est nul pour y =^0, 
on a 

(3t^î — 48a«) ^ -^ 50a« — 5x« = 0, 
d'où Ton tire, en faisant x et y nuls. 




rfx y 48 

ce qui donne les deux valeurs dont -^ est susceptible pour x = 0. 

dx 

Ce problème n'est qu'un cas particulier d'un autre, dont nous ne par- 
lerons pas, qui consiste à chercher la limite d'une fonction de deux 
variables x et y liées par une équation, lorsque cette fonction prend la 
forme § (0. 

Exercices, 

Trouver les vraies valeurs des expressions suivantes : 

*• a^-5a^x-2a^ ' pour ^ = 2, (g V R. ^. 



•• (Ti^, ' P»"' * = 1' (^5/ ''• 



m{m •+- i) 



jj i 9 ^ 

"^ ""2'^""Ï6''"*'32 3 /0\ „ 120 

j pour » = — 7> I Â I* *^' ■" 







(0 Voir, sur ce point, un mémoire de M. P. du Bois Reymond, Journal de Cr 
T. 70. 
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^. — > pouraî = 0, ( - J. R. |/«. 

l/a -4- » — J/a — X yj/ 

a' — b' ^ /0\ „ , /o\ 

*• IhT^' pourx = 0,(^5j. R. l.(^-^ 

e« — e-* — 2a; /0\ 

•• . > pour 05 = 0, ( Q !• — On trouve, par la méthode ordinaire ou 

par le développement en série, que la vraie valeur est 2. 
sC — i ^ /0\ i 



9 



• •;: — ïT 7» pour aj=i, I - i- R. 

a;«H-aî«l.aî — 1 ^ V/ "*'^* 

ÏTj^in] ' pour . = 0, ^.J. R. - 

1 

(1-4-0?)*— e ^ /0\ ^ e 

, poura;=0, ( .). R. -5 



X '^ ' V07 2 




X sin (sin a;) — sin' x ^ /o\ i 



A* 

**• -ï» poupaî = (», M>0, (^). R. 00. 

11. ; S pour a? = 00, (g). r. 

i 2 

IS. — — cot'a?, poura;=0, (oo — oo). R. -• 

Ou o 

2-4-cosa; 5 ^ , v « 1 

Tra; — 1 ■ tt • tt' 

"• ~â^-*- »(e«»x _ j) . P0"'-^ = 0, (oo-^). R. _. 

1«. »€*, poupaî = 0, (O'oo). R. 00. 



1 /*^ — *\ 



1», oîI. f l,pouraj = oo, (oo.O). R. —2a. 

19. a;* pouraj = 0, (0®). R. 1. 

1 m 

1©. (a -f- 6x"») «•*■?*•*, pour a? = 00, wi>0, (ooO). R. «?. 

to. (tgar)****, pouraî=^, (!•). R. 1. 

4 c 



•«. {cosoii!)'"'"' pour!i!=0, (f*). R. s »•. 

•1. v'— 3aiij -•-«'= 0, viaio valeur de ^ pour»! = 0, y =0. R. 0, < 

»S. y* + natj' — tut" -t- K* = 0, Traie valeur de j^ pour x = 0, y = 0. 



"■•.Vi:-v^ 



CHAPITRE XI. 



§ 1 . FONCTIONS d'u 



106. On dit qu'une fonction F(x) de la variable x est un r 
pour une valeur Xo de cette variable, lorsque, pour U)ute valeur de x 
voisine de xd, F (x) est moindre que F (xo). Si, au contraire, on a constam- 
ment F(x} ^ F (xd) pour toutes les valeurs de x suffisammenl voisines de 
I, F(xo) sera un minimum de F(x): l'ordonnée 
de la courbe AMND llgurant la fonction F(x), 
celle-ci sera maximum au point M, minimum 
I au point N. Elle peut donc admettre plusicur^t 
aaxiiqa et plusieurs minima. 
Pour reconnaître les valeurs de x qui rcn- 
I dent une fonction F(x) maximum ou mini- 
mum, désig;nons par h un aecroissement infiniment petit, positif ou 
négatif, de x. En vertu des déânïtions ci-dessus, la différence F (xo -i- h) 
— F(Xg)sera»^(;afive,quclquesoille6ignedcA,si F(io)c8t un maximum; 
eUe sera positive, si F (xo) est un minimum. En sorte que le caractère 
commun au maximum et au minimum, est que F (xo -+• k) — F(xo) reste 
de même signe, quel que soit le signe de la quantité infiniment petite h. 
Mais on a, 6 étant compris entre zéro et l'unilé, 

F(ro + fi) — F(ï«) = AF(xo + M). 
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> 



Supposons F'(xo)^ 0: 0A étant infiniment petit, F'(xo-4-6A) diffère 

infiniment peu de F'(xu), par suite de la continuité de la fonction F'(jr) 
(58), et est conséquemment de même signe que F'(ro), quel que soit le 
signe de A. Le produit AF' (xo -♦- Oh) change donc de signe avec A, il n'y a 
donc ni maximum ni minimum. // faut donCy pour que Xo corresponde à 
nn maximum ou à un minimum de la fonction^ que l'on ait 

F(xo) = 0. 

Cette condition étant satisfaite, pour discerner si F(xu) est un maximum 
ou un minimum, nous observons que la formule de Taylor donne ici 

F (xo + A) — F (xo) =Ç F"(a-o H- ÔA), 

et, par la même raison que ci-dessus , F''(xo + SA) est constamment de 

A* 
même signe que F"(xo), quel que soit le signe de A. Le facteur •-- étant 

positif, îa différence F(xo-*-A) — F(xo) est de même signe que F"(xo), 
que A soit > ou <0 ; donc 1» si F"(aPo) < 0, on a F(xo -f- A) — F(xo) < 0, 
et F(xo) est un maximum de la fonction F(x); 2** si F'(xo) > 0, on a 
aussi F(xo -4- A) — F(xo) > 0, ce qui fait voir que x© correspond à un 
minimum de F(x); 3" si F''(xo) est nul, on ne peut rien conclure, et il 
faut recourir aux dérivées suivantes. 

107. En général, admettons que l'hypothèse x = Xo annulle les n — i 
premières dérivées de la fonction, et non la n""»*. La formule de Taylor 
donnera la relation 

F(xo + A) - F (xo) = T-^ — F- (xo + GA), 

et puisque F'*(xo) n'est pas nul, F'*(xo + 6A) qui en diffère infiniment peu, 
sera de même signe que F'*(xo), quelque signe qu'on attribue à A. Si donc n 
est impair y A** changeant de signe avec A, le second membre de l'équation, 
et par suite F(xo-+- A) — F(xo) , changera de signe avec A, et il n'y aura 
ni maximum ni minimum pour x=Xo. Si, au contraire, n est pair, 
A" est essentiellement positif; le second membre de l'équation a donc 
même signe que F'*(xo), quel que soit le signe de A, et il en est de même 
de la différence F(xo -+- A) — F(xo). Il y a donc maximum si F"(xo) < 0, 
minimum si F"(xo) > 0. 
Observons encore que l'on a 

d'»F(x) = F'»(x)dx'', 

14 
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dx étant une quantité indéterminée dont les puissances paires sont posi- 
tives. Rien n'erapéche donc de substituer les différentielles aux dérivées 
de F(x), dans Ténoneé des théorèmes qui précèdent. Ainsi, la valeur oto 
de X devra annuler un nombre impair de différentielles successives de 
F(x), h partir de la première; et il y aura maximum ou minimum de F(x*), 
selon que la première de ces différentielles qui ne s*annule pas aura, pour 
x = Xo, une valeur négative ou positive. Cet énoncé est quelquefois plus 
commode. 

Examinons l'usage que Ton fera de ces propriétés, dans les divers cas, 
pour trouver les maxima et minima d*une fonction. 

108. — I. Si la fonction F(x) est donnée explicitement, on formera par 
les règles ordinaires sa dérivée, qu'on égalera à zéro. On déterminera 
les racines réelles de l'équation 

F'(x) = 0, 

puis on les substituera successivement dans la dérivée seconde F" (x), afin 
de discerner par le signe que prend F'^x) après cette substitution, si l'on a 
affaire à un maximum ou à un minimum. Si l'une des racines annule F"(x), 
on passera aux dérivées suivantes, etc. Ensuite, on substituera dans Tex- 
pression de F (x) les valeurs de x qui donnent un maximum ou un mini- 
mum^ pour calculer ce maximum ou minimum lui-même. 
Soit, comme exemple, 

F (x) = X (x — a)", 

71 étant entier positif, a positif. On a 

F'(x) = (x — o)«-» [(/i-4-l) X — a], F"(x) =;« (x — o)«-« [(W-+-1 ) x — 2tt]. 
On satisfait à l'équation F'(x) = en posant 

a 
\o x = -; 2*» x==a. 

La première valeur de x donne 

elle rend donc F(x) maximum si n est pair, minimum si n est impair. 
La racine x = a annule, comme on le voit sans peine, toutes les déri- 
vées de F(x) jusqu'à l'ordre n — 1 compris, et l'on a (64) 

F'»(x) = i .2.5--.n[(w-f-1)x — wa], F'»(a)= i -S.- na. 
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Si n est impair, la première dérivée qui ne s*annule pas est d'ordre 
impair, il n*y a donc ni maximum ni minimum pour a; = a. Si n est pair, 
F'*(a] étant positif, F (a) est un minimum. 

Les valeurs de la fonction qui correspondent aux deux racines de Téqua- 
lion F'(x) = sont ici 

<;r^)=(-')"»"(«-^r'' ''(")=»• 

109. Remarques. — 1**Le calcul de la dérivée F"(xo) peut souvent être 
évité ou simplifié. Par exemple, F'(xo) étant nul, si Ton voit que F'(xo — e) 
est positif, F'(xo h- e) négatif, e étant positif et très-petit, il est clair (41, 
111) que la fonction F{x), croissante jusqu'à x = Xo, devient décroissante 
au-delà, et que F(xo) est un maximum. Si, au contraire, F'(x) passait du 
négatif au positif quand x passe de Xo — £ à Xo+£, il y aurait un minimum 
poiipa; = Xo. 

Dans d^autres cas, la nature de la question fait voir que celle-ci ne com- 
porte qu'une solution, par exemple, un maximum ; et si d'ailleurs l'équa- 
tion F(x) = n'admet qu'une racine réelle, on est sûr que celle-ci répond 
à la question, et toute vérification ultérieure est inutile. 

^ La théorie précédente suppose évidemment que la fonction F(x), et 
celles d'entre ses dérivées dont on doit faire usage, soient des fonctions 
continues de x dans le voisinage de la valeur Xo qui répond au ma^icimum 
ou au minimum : sans cela les formules employées ne seraient pas appli- 
cables. Il en résulte que des maxima et mi ni ma de F(j) pourront corres- 
pondre à des valeurs de x qui n'annulent pas F'(x), mais qui rendent 
discontinue, soit la fonction F(x), soit F'(x). On s'en assurera, comme 
ci-dessus, en cherchant si la dérivée éprouve un changement de signe 
lorsque la variable franchit l'une de ces valeurs de x. Soit, comme 
exemple, 

F(x) = 1 -+-X', F(x)=?x"\ 

I^'équation F'(x) = ne donne aucune solution, mais pour x = 0, F'(x) 
devient infini; de plus, F'(x) est <0 pour x<0, F'(x) > pour x > 0; la 
fonction F(x) est donc décroissante en deçà, croissante au-delà de x = 0, 
doncF(0)==i est un minimum. 

Nous ferons abstraction des solutions de cette nature dans l'application 
de la théorie aux cas suivants. 
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110. — IL Fonctions implicites. Soit y une fonjstion de x définie par 
réquatîon 

Pour trouver les valeurs de or qui rendent y maximum ou minimum, on 
diffërentiera Tëquation, on en tirera la valeur de dy en x et y, et ou l'éga- 
lera à zéro. On cherchera les systèmes de valeurs de Xy t/, qui satisfont 
à cette équation et à la proposée; on substituera chaque système dans 
l'expression de d'y, tirée de l'équation cp(x, y)=0 par une nouvelle diffé- 
rentiation ; il y aura maximum pour y si le résultat est négatif, minimum 
s'il est positif. 

Considérons l'équation 

4i/* — 3y -♦- sin X = 0, 
qui donne 

dy cosx d*j/ lây'sina: — 6j/*(i-i-sin*a:)-»-ysinx(2-t-sm*a;) 

dx~3(l— 4y*)' dx* 9 (2y — sin x)» 

On satisfait à l'équation dy = en posant cosx = 0, d'où sin x= db i . 
Si l'on prend sin x égal à Punité, l'équation devient 

4y' ~ 3y -♦- i = 0, 

i 

et a pour racines y = — I , y = -• Le système (sin x=1, y = — i) 

d'v i / i\ 

donne -j-^ = - > 0; le système ( sin x=l, y = - ) annule aussi le déno- 

dy 
minatcur de --^9 et l'on s*assurc facilement que cette dérivée n'est pas 

nulle. 

i 
De même, en posant sinx= — 1, on trouve y =1, y = — - : la 

seconde valeur ne donne ni maximum ni minimum de y, mais le système 

i 

(sin X = — d , y = i) rend la dérivée seconde de y égale à — ô ^^* 

En résumé, pour toutes les valeurs de x comprises dans la formule 
sin X =3 + 1, la fonction y admet un minimum égal à — i; pour toutes 
les valeurs comprises dans la formule sin x = — d , y admet un maximum 
égal à H- 1. 

111. — IIL II arrive fréquemment que l'on ait à chercher les maxima 
ou minima d'une fonction f (x, y) de deux variables, liées entr'elles par 
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une équation donnée 

9 (x, y) = 0, 

en sorte que y est fonction de x, et que f ne dépend toujours que d'une 
seule variable. La dérivée totale de f par rapport à x devant être nulle 
pour que f soit maximum ou minimum, on aura, pour les valeurs de x et 
de y qui satisfont à cette condition, les deux équations 

rff df dy dcp d(p dy 

dx dy dx ^ dx dy dx ' 

et, par l'élimination de -r^> celle-ci 

dx 

df dcp df dcp 

dx dy dy dx ' 

qui ne renferme plus que x ely. En la combinant avec Téquation (p(x, y)=0, 
on en déduira les systèmes de valeurs de x et de y qui répondent à un 
maximum ou à un minimum de f, et Ton vérifiera si l'un ou l'autre a lieu, 
soit à l'aide du signe de d% soit par les conditions particulières du pro- 
blème que l'on traite. 

On pourrait de même chercher les maxima d'une fonction de trois varia- 
bles liées par deux équations, etc., mais ces questions seront comprises 
dans une théorie générale qui seVa exposée plus loin. 

Exercices. 

Trouver les maxima et minima de la fonction F (x) dans les cas suivants : 

t. F(a;) = a;« — TSaj^'hieaOaj—lOOO. R. » = — 6, moo?., F = — 2296; 

x = — Z, min. F=— 3078; « = 3, ma»., F=1080î aî=6, min. F=296. 

a!'-+-3«-»-2 (4-h5|/2)* 

(<->-5V/2)' 

max, m t ^ X • 

2 

t. F(a;) = (i-»-a5 5)(7 — aj)«. R. a?=.0, mi»., F = 49; a;=l, waa;., F = 72; 
05=7, min.f F=0. 

4. F f g?) = R. aj= — > mm. si o^>0, maa;. si a^<0; 



V « /5 
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ft. F(jc)=e* — 2cosa;-4-e-'. K. x=0, tnin.\ F = 0. 

_ , , i + 2a; arc tg a; „ , „ 1 / . 7r\ 

wm., F==l; a?=l, maa?., '^ = 9(l"*'â)' 

sm a; 
(2n-f-i)sin ajcos (2n-f-i)a; — sin(2n-f-l)xcosa;=:0. 



inéquation de condition est 
sm X 



On y satisfait en posant !<> a;=r(2/+i)~, t étant un entier quelconque, ce qui 

donne un maximum F= i si n est pair, un minimum F = — i si n est impair; 
2o aj=i7r, qui donne un maximum F=2n-+-1; 5» tg(2n-4- l)aj=(2n-f- 1) tga;, équa- 
tion dont les racines, que Ton construit par Tintersection de deux courbes, diffèrent 

peu des valeurs de x comprises dans la loi x=)r—z ^r, et donnent alternativement 

' 2(2w-f-i) 

des maxinia et des minima. 

9. Dans un levier du second genre en équilibre, quel doit être le bras de levier x de 
la puissance Q, pour que celle-ci soit un minimum, le moment M de la résistance étant 
donné ? 

R. Soit g le poids de Tunité de longueur du levier. — On trouve 



•=v/f 



Q=i/2%: 



9. Trouver le rayon x du cercle qui donne le segment maximum sur un arc de lon- 
gueur donnée 2a. 

R. a; = — ; le segment est un demi-cercle. 



K Couper un cône circulaire droit par un plan parallèle à la génératrice, de telle 

manière que le segment de parabole obtenu soit le plus grand possible. 

R. Soit a le rayon de la base du cône, x la portion de ce rayon entre la génératrice 

et le plan sécant ; on trouve 

a 

ûû. Chercher, sur une droite OM, la position du point lumineux M, à laquelle répond 
le maximum dVcIairement d'un élément plan situé en A. On sait que Téclairement est 
en raison inverse du carré de la distance AM, et en raison directe du sinus de Tanglc 
que fait AM avec le plan de Télénicnt éclairé. 

R. Soient le point de rencontre de la droite OM avec le plan de Télémcnt, x =0M, 
a = OA, ai=OA| la projection de OA sur OM. On trouve 

a?= z > 
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ce qui dctermirc rfeuï points, situés do part et d'au 
correspondent tous deux ù un niaximum. 

11. Trouver la roui« que doit suivre un rayon lumi- 
neux, passant d'un milieu A où la vitesse de trans- 
mission de la lumière est u, dans un milieu B oij clic 
est V, pour atteindre son point d'arriviJe dans le temps 
le plus court possible. 

R. A', B' étant les projections des points A, B 
sur le plan de séparation lirf, soient AA':=a, BB'=;i>, 
A'B'^e; x, y la angles du rayon ineideni et du 
rayon réfracté avec la normale au plan HN. Le trajet du rayon 
droites dans le plan AA'B'B; la fonction qui doit jtrc 



cl l'on a la relation 

alea-»-î.tgy = 
On trouve, pour la condition du 



du pion de réicmeni, et qui 




IS. Etant donné un prisme hexagonal rcguliei 
ABCDËFLSIN..., on mené, par un point S pris sur l'mc 
trois plans passant par les rliagimalcs Ai;, C£, EA de la basi 
supérieure, et on remplace cette base par te poinlemcnt à ' 
trais races ainsi obtenu. Uémontrcr que le nouveau solide u même volume que le prisme 
primitif, quel que soit te point S; choisir ce point de manière à ce que la surface totale 
du solide soit un minimum (Alvéole» dei ebeitleê). 

&, En appelants l'inclinaison des faces du pointera eut sur la base r]u prisme, on trouve 



% 2. FONCTIONS DE PLl'SIEDflS VARIABLES. 



113. Considérons d'abord une Tonction F(x, y) de deuxvariables, indc- 
pendtintcs l'une de l'autre. On dit que la fonction devient maximum pour 
uti système de valeurs Xa, j/o des variables, lorsque, pour toutes les 
valeurs de x voisines de Xo, et pour toutes les valeurs de y voisines de t/o, 
an B constamment 

F(x,s)<F(A,yo). 

Si, dans les mêmes circonstances, F(x,^) restait constamment plus grand 
qucF(xo, ^d), on aurait un minimum pour x = xii, y^t/o. 
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La recherche des maxîma et minima d'une fonction de deux variables 
se ramène au cas déjà traité, à Faide des considérations développées au 
N*» 45. Au lieu de regarder x, t/, dans le voisinage des valeurs ar©, yo, 
comme des variables arbitraires, on regarde y comme une fonction de x, 
fonction dont la forme est indéterminée : il sera nécessaire et suffisant que, 
pour les valeurs xo, j/o des variables, F(x, y), devenu fonction de x seul, 
soit maximum ou minimum quelle que soit la relation entre x et y. 

Or, d'après, la règle établie pour les fonctions d'une seule variable, on 
doit poser rfF = 0, ou 

dx dy ^ 

dx est arbitraire; la relation entre y ci x étant indéterminée, il en est de 
même de la dérivée de y par rapport à x, ou du rapport de dy k dx: cela 
revient à dire que l'équation précédente doit être satisfaite pour des valeurs 
quelconques de dx et de dy, et que, par conséquent, il faut que les 
équations 

dx = ^' d^=^' 

soient satisfaites pour x=Xo, y=yo, sa?is quoi le système (xo,yo) ne pro- 
duirait ni maximum ni minimum de la fonction F (x, y). 

Supposons que cette condition soit remplie : on sait encore que F sera 
un maximum ou un minimum, suivant que d^F sera négatif ou positif 
pour les valeurs Xo, 3/0 des variables. On a d'ailleurs 

dx étant constant. Posons a; = Xo, y =yo, et soient alors, pour abréger, 
d^_Ç, d^_,, _=,A, -^, = B, ^^L, 

le coefficient de d^y étant nul par la condition ci-dessus. Il faudra donc 

que l'expression 

A?« -f- 2U/Î -^ By)« 

conserve le même signe, quelles que soient les valeurs de $, yj. Ecrivons 
celte expression sous la forme 



(,4„y. (._-),. 
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il est clair que la condition sera satisfaite si les cocfScients A, B 

A 

sont de même signe; et d'autre part, comme on peut choisir Ç. y) de 

manière à annuler à volonté l'un des deux termes, l'expression pourrait 

changer de signe si A, B — ---> n'avaient pas le même signe. Il faut donc, 

et il suffit, que l'on ait AB — L* > 0, ou que l'expression 

dxdy) ' 

fOur x = Xoy y = yo? soit positive; ce qui exige, tout d'abord, que A et B 
soient de même signe, et différents de zéro. 

Cette condition remplie, le signe de d^F sera le même que celui de A : si 
A < 0, F(aro, j/o) sera un maximum de la fonction; si A > 0, F(xo, yo)sera 
un minimum. 

Si l'on avait à la fois 

A=0, B = 0, L = 0, 

d^F étant nul pour ar==Xo, t/ = j/o, il faudrait pour qu'il y eût maximum 
ou minimum (106) que rf'F fût nul aussi, quels que soient Ç, /), c'est-à-dire 
que les quatre dérivées partielles du S"® ordre de la fonction s'évanouis- 
sent; puis, que d*F restât constamment de même signe pour toutes les 
valeurs possibles de ^, /;, et ce signe ferait connaître s'il s'agit d'un maxi- 
mum ou d'un minimum. Et ainsi de suite. 

113. Ces principes s'appliquent à des fonctions d'un nombre quel- 
conque de variables indépendantes. Soit F(jc, y, z) une fonction de trois 
variables: pour qu'elle devienne maximum ou minimum pourx = xo, 
y==yo, z = Zoyi] faut que sa différentielle totale dF s'annule, pour ces 
valeurs des variables, quels que soient dx, dy, djz; ce qui conduit aux 
équations 

— = — =0 —-=0 

dx ' dy ' dz 

Sa différentielle totale du second ordre d^F se réduit alors, en posant 

dx = Ç , dy = ri, dz^==^^y 

1J^~ ' dy''~ ' dz*~ ' dxdy~ ' dxdz ' dydz~ ' 
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à la forme suivante : 

et il faut qu'elle ait un signe invariable, quelques valeurs qu'on attribue 
à Ç, y;, ç. Mais on peut récrire ainsi : 

OU encore, en posant 

et opérant comme ci-dessus (112), 

OU enfin, en posant 

P' -=: A" 

d*F = A A -4- ^/î + ^çY -*- A' ^/) -*- ^,çY -*- AV. 

La condition nécessaire et suffisante pour que d*F ne change pas de 
signe, quels que soient Ç, /], Ç, sera que A, A', A" soient de même signe, 
ou que Ton ait 

AB— L« > 0, (AB — L«) (AC — M«) - (AN— LMj«> 0. 

On vérifiera donc si les dérivées partielles du second ordre de la fonc- 
tion F satisfont, pour x = xo, f/=^09 etc., à ces conditions, auquel cas 
F(iro) J/o, ^0) sera un maximum si A < 0, un minimum si A > 0. 

On voit sans peine que la méthode s'étend à une fonction d'un nombre 
quelconque de variables. 

Nous avons laissé de côté, bien entendu, les maxima qui coïncideraient 
avec des solutions de continuité de la fonction ou de ses dérivées partielles. 

Quant à la vérification du maximum ou du minimum par l'examen de 
d*F, on peut souvent y suppléer par des considérations particulières tirées 
de la nature du problème. 

114. — Fonctions implicites. Nous aborderons immédiatement un cas. 
général, qui comprend les divers problèmes que l'on peut se poser sur 
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les maxima et minima des fonctions implicites de plusieurs variables. Soit 
à chercher les maxima ou minima d'une fonction f(x, ?/,..., n) de m varia- 
bles, liées entr*elles par A; équations 

<pi(x,y,...,t/)==0, 



9*(x,y,..., ti) = 0, 

en sorte que f dépend de w — k variables indépendantes. D'après la 
théorie exposée précédemment, tout système de valeurs de ces variables 
qui rend la fonction f un maximum ou un minimum, satisfait à Féquation 
rff = 0. D'autre part, les équations cpi = 0, ©, = 0,... qui ont lieu entre 
toutes les valeurs des variables, entraînent les équations rfçi = 0, d(p^ 
= 0, etc.. On devra donc poser, pour qu'il y ait maximum ou minimum 
de la fonction f(x, t/,..., u), 

dî , dî dî 

•^- ox -♦- -r- rfy 4- ••• -♦- -7- rfw= 0, 
dx dy ^ du 

-7- dx -I- -^* dy -♦- • • • -4- -~ du = 0, 
dx dy ^ du 



dcpk , d^k , ^9* j A 

-y- ax -*--p- ay -*- ••• -+■ -7— att = 0. 
dx dy du 

Entre ces A:+ i équations, on éliminera les k différentielles des varia- 
bles t/,... que l'on regarde comme fonctions des m — A; variables indépen- 
dantes X, y,..., et l'équation résultante 

Prfx -*- Qdy -*-... = 0, 

devant avoir lieu pour toutes les valeurs possibles des différentielles dx, 
df/^...^ se~ décomposera comme il suit : 

P = 0, Q = 0,... 

Ces m — k équations, jointes aux k équations (pi = 0, ©« = 0,..., 
devront être satisfaites par les systèmes de valeurs de x, y,..., u qui 
donnent un maximum ou un minimum de f, et serviront à les déterminer. 

Mais l'élimination des différentielles se fait d'une manière plus élégante, 
et presque toujours plus commode, par la méthode des multiplicateurs. 
Après avoir multiplié les équations d(pi = 0, ^92 = 0,..., par des facteurs 
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indéterminés >i, As, ...^ on les ajoute membre à membre avec Fëquation 
df = 0, en ayant soin de réunir les termes affectés du facteur dx, du 
facteur dy^ etc. Si Ton dispose ensuite des k indéterminées Xi, Xs,..., Xi 
de manière à faire évanouir, dansTéquation résultante, les coefficients des 
k différentielles dépendatites ctt/,..., il faudra alors, comme il vient d'être 
dit, égaler à zéro les coefficients des m — k différentielles indépendantes 
dx, dy,,,,; ce qui revient évidemment à égaler à zéro, quoique pour des 
raisons différentes, les coefficients de toutes les différentielles dx, dy,,.., 
du, dans Téquation obtenue par Taddition des premières. On aura ainsi 
les m équations 



dî . 

dx 


d(pi 


rfcp, 

-4-/2-7 — >- •• 

dx 


. d(fk 
dx 


:0, 


dy 


dy 


-h /a -7- -i- • 

dy 


dcp*_ 
"-^^^dy- 


= 0, 


dî . 
— -1- /i 
du 


rfçi 
d%i 


-^ /2-T- ■+- •' 

du 


dcp* 
• -♦- /* = 
du 


= 0. 



Jointes aux A équations <pi = 0, (^« = 0,... elles serviront à déterminer 
les A; multiplicateurs li, 1%,.,,, X^, et les valeurs des m inconnues x, y,,,», 
u, qui répondent h la question. 

Il restera toujours, d'ailleurs, à vérifier par le signe de dH, si les 
valeurs trouvées pour ces inconnues répondent bien à un maximum, ou à 
un minimum, à moins que la nature particulière de la question ne dis- 
pense de cet examen. 

115. La théorie précédente comprend le cas où Ton cherche les maxima 
et minima d*unc variable liée à plusieurs variables indépendantes par des 
équations données : la fonction f se réduit alors à l'une des variables, par 
exemple, à u. 

Elle comprend aussi le cas, indiqué au N° IH, où toutes les variables 
dépendent d'une seule : le nombre k des équations cpi = 0, 92 = 0,.*.. est 
alors égal km — i. Il n'y a d'ailleurs rien à changer au procédé. 
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Exercices. 

M . Maxima et minima de la fonction 

F(a?, y) = oaj* -*- ôay -4- cy* -4-dy-+-ea5 -4-/. 

R. Il faut que Ton ait 6* — iac<0 ; la fonction est un minimum pour 

_2ac--M 2cd — be 

9. F(x, y) = aj*-t-y*— 2a5*H-4ry— 2y*. 

R. On trouve aî=0, y=0 qui donne un maximum; a? = -hV/2, y = -1/2, mini- 
mum; 05 = — 1/2, y=|/2, minimum. 

S. Soit F (a?, y) = o'ac'y — 2aaf'y -♦- aî*y — 2oaî*y» -f- 2x'y* -hasV. La fonction est-elle 
maximum ou minimum pour a;=0, y = 0? 

R. On trouve, dans cette hypothèse, d*F=0, d'F=6a*dx*dy ; il n'y a ni max. ni min. 

4. Déterminer les axes de la section faite par un plan passant par le centre de Tel- 
lipsoVde. 

R. Appelons /, m, n les cosinus directeurs de la normale au plan sécant; le problème 
revient à trouver le maximum et le minimum de la fonction 

r* =: a;* -4- y* -♦- z*, 
les variables satisfaisant aux équations 

X* y* z^ 

-T4-rs-+--s=l» te-4-my + nz = 0. 
o* 6* c* 

La méthode (lU) donne les équations 

oc tJ z 

u (/ 

Multipliant par x, y, z et ajoutant, il vient 



d'oiS 



ou 



la* rnh* «c* 

*='»H=:^' î'=^«;3Trï.' ^=*'H^r^' 



a 

d'où 



r* — a* r* — 6* r* — c* 



=0. 



Cette équation donne deux varleurs pour r' ; ce sont évidemment les carrés des demi- 
axes de la section. On trouve ensuite 

(r« — a«)« "*" (r» — 6»)» "^ (r» — c«)«J ' 

ce qui achève de déterminer le point (a;, y, 2r), auquel aboutit la direction du rayon maxi- 
nium ou minimum. 
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ft. Résoudre le même problème pour la surface dont Téquation est 

(x» -h y* -H z*)^ = a*x* + b*y* -+- c'z*. 

R. 1 1 = 0. 

j^ _ o« 7'« — ^« r* — c* 

•. Partager un nombre donne a en trois parties a;, y, z^ telles que { :=z x^^y^z^ 
un maximum ; m; n; p sont entiers et positifs. 

05 y z « 



m n p w-hn-Hjj 



'•'*'=-f (5"^'+ p<'**+ J''^*) <o. 



max. 



9. Par un point donné (a, 6, c) mener un plan qui fasse^ avec les plans coordo 
rectangulaires, le tétraèdre de plus petit volume V. 
R. Soit 

/ (a; — o) 4- w(y — 6) -*- «(^ — c) = 

réquation du plan cherché ; on aura 

1 {la -h mb -♦- «c)' 

6 Imn 

les variables /, m, n satisfaisant à l'équation 

On trouve 

Imn i ,T 9 , 

\=z^abc', 



G) (0 G) v'î^^T^ 



2 



le plan cherché est parallèle au plan passant par les projections du point (a, by c 
les axes. 

9. Par le point (a, 6, c) mener un plan tel, que la diagonale $ du parallélipi 
construit sur les portions d'axes interceptées, soit un minimum. 

R. On trouve 



Imn 






-1 -1 -1 / i ï i 

La question ne comporte pas de maximum. 

•• Quel est le triangle sphériquc de moindre périmètre, parmi ceux qui ont une 
face donnée ? 

R. Soient x^ y, z les côtés du triangle, 2p son périmètre ; 

<n p — X p — y p — z 
2p = a5+y + ;5; tg | tg ^-y tg -^ tg —^=con8t. 

On trouve 

x = y = z; 
le triangle est équilatéral. 



CHAPITRE XII. 

FORMULE DE TAYLOR POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

116. Soient d'abord F(x, y) une fonction de deux variables; A, k des 
accroissements quelconques donnés à ces variables : il s*agit de développer 
F (x 4- A, y -I- fc) en série procédant suivant les puissances ascendantes de 
h et de k. 

Pour cela, soit t une nouvelle variable; posant 

u=:x -^ htj v = y -^ kt, cp(e) = F (ti, v) = F (x -♦- Af, y -+- kt), 

nous développerons cp(f) suivant les puissances ascendantes de t par la for- 
mule de Maclaurin, puis nous ferons t = i dans le développement. Nous 
avons 

(i) 9(0 = 9 (0) + y (0) + ^ «p"(0) + ... + ^ 2.*(^1^) ?-' (0) + R., 

et il faut calculer les coefficients <p(0), <p'(0),... Comme x, y, A, fcsont 
indépendants de (, nous aurons 

et 

d-(p(f) = d'»F(ti, r) 

s'obtiendra en développant la différentielle n*^** de F(ti, v) dans Thypo- 
thcse où duy dv sont constants (69). On peut même prendre df = 1 , ce qui 
donne 

du = h^ dv = ky 9"(() = d"cp(() = d*'F(î/, v), 

pourvu qu'on ait soin, dans le développement de d"F(w, v), de remplacer 

tlw par h et dv par k. 

Observons d'ailleurs queF(u, v) se déduit de F(x;y) en remplaçant 
xel y par u et v, et que, par suite, d**F (w, t?) ou (p*(Q s'obtiendra en rem- 
P^ant, dans d"F (x, y), x par m, y par v, rfx par A et dy par A. Faisant 
ensuite ( = 0, pour calculer les coefficients de l'équation (i), w, v se 
ï'Wuisent respectivement à x, y ; donc 

(pn(0) = d«F(x,y), 
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où dx=h, dy=k. De même, 6 étant compris entre et J, 

R, = -r-^ <p- (et) = -ri— Ïd-Fix, y)l 

les indices signifiant que, dans le développement de d'F, on doit rem — 
placer r par i -*- Qht, y par y •+- Okt, 

Substituant ces résultats dans l'équation (1), faisant l = i, et observant 
que l'on a (p(l) = F(a; + h, y + k), on trouve la formule suivante : 

F(x + h,y + k) = F(x,y) + dF{x, y) + '^^;^ + •• 
(2) { d«-«F(x,tf) i r,„, .1 

OÙ il est entendu que Ton remplace dx, dy par A, A, après le développe- 
ment des différentielles indiquées. 

Cette formule, reposant sur Féquation (i), suppose que ç(0, cp'(0)«««> 
(p*»(<) soient fonctions continues de t depuis f=0 jusqu'à < = 1 ;*c'est-à- 
dire que la fonction F(x, y) et ses différentielles, jusqu'à Tordre n inclu- 
sivement, soient fonctions continues des variables depuis x jusqu'à Jc-t-A, 
depuis y jusqu'à y -^k. Si cette condition ne cesse pas d'être réalisée, et 
si le reste R» tend vers zéro, lorsque n devient infini, la formule (2) donne 
le développement de F(x-*-A, y + k) en série indéfinie suivant les puis- 
sances ascendantes de h et de k, 

117. La formule correspondante au théorème de Maclaurin se déduit 
immédiatement de l'équation (2), en supposant que x, y se réduisent à 
zéro, et en remplaçant les lettres A, k par x, y. 11 vient ainsi 

( F (X, y) = F (0, 0) + [dF (X, î,)]. + ^ [rf«F {X, y)], -»-•.. 

en marquant par l'indice les différentielles où x et y doivent être sup- 
posés nuls, et en se rappelant que, dans le second membre de l'équa- 
tion (3), on doit remplacer dx par x et dy par y, après le développement 
des différentielles. 

118. Les formules (2) et (3) sont les plus faciles à retenir et à appli- 
quer; on les présente souvent sous une autre forme en développant les 
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différentielles indiquées, ce qui n'offre aucune difficulté d'après la rela- 
tion (69) 

rf«F(x, y) = (d, H- dy)- F(x, y). 

Si Ton fait ensuite les changements indiqués pour les formules (2) et 
(3), elles deviennent respectivement 

Fi.^h,y^k)=:F(x,y)^^^^h^-ky-^^^ 

*xl ^ rd-*F, , , ,, rf«-*F . ,, d-«F, ,"1 

\ i 2--(n— l)Lrfx"-* ^ 'dx^'-^dy dy^^ J 



1 rd-F^ d"F . ,, d-F, 



1 



i.2...wLdx'» rfx*-*dy dy^ J.+GA.y+Gi 



d r /rf*F\ , / d"F \ /rf"F\l 

1.2. wL \dxV0 ^\dx^*dyjB Vc'Wu 

Dans réquation (5), Tindice 6 marque que l'on doit remplacer x par 6x, 
y par Oy, dans les dérivées qui en sont affectées. 

On démontrerait, par le même procédé, des formules analogues pour 
le développement des fonctions de trois, quatre,... variables. 

Exercices. 

1. Développer assin y-^y sin» suivant les puissances de x et de y. 
R. On a 

n— - 1 
[d^{x siny-^y sin x)]q = n sin — ^ — n • (cte""* -4- dy*~*) dxdy ; 

on constate sans peine que R» a pour limite zéro, et l'on obtient 

f it*-\'y* x*'^y* x«-l-y« , "1 

t. Développer 

arc te t 

suivant les puissances de A et de Al- 

16 



.. 
/ 
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L'expression de la différentielle n«*«"« a été donnée (ch. VI, ex. 5). On en déduit, en 
posant arc tg ^ = ti, 

/isinu— Asinf u-*-î J /i»sin2u--2Msinl 2u-4- 5 V^*sin ( 2u + 

arctg^ — r =tt ^ H -i^ ^ 

(aj« ^ ^») « (»« ^ y«) * 

A» sin 3u - 3A»Asin ( 5tt H-^ ) -1- ohk* sin Tsu + ~ j — ^ sin f 3tt ^-^ j 



s 



Pour reconnaître si R» tend vers zéro, on met, à l*aide des exponentielles imaginaires 

h , y , - 

et en posant - = tg 5?, a» arc tg - sous la forme 

H X 

H i)M .2... (n- i) ( -j-ZLl )« sin n(u-^), 

^as "^r y J 

et l'on s'assure que l'exactitude de la série précédente suppose seulement 

/i* -I- A* ^ (« -♦- e^)* -+• (y -I- e*)*. 

s. Soit F (a?, y, 2r, ...) une fonction homogène de degré m des variables x, y, z : on 
a donc, « étant quelconque, 

F(a5-»-«a?, y-»-ay, 2f-*-a-y,...)= (1 -4-a)"»F(x, y, ^,...)' 

Développant le premier membre suivant les puissances de ax, ay, a;?, ... par la for- 
mule (i{), cl (i + a)*" par la formule du binôme, puis égalant les coedicients des mêmes 
puissances de « dans les deux membres, on trouve 

dF dF dF 

La première de ces égalités a été donnée (chap. III, ex. 19). 



LIVRE TROISIÈME. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL, 



CHAPITRE \11I. 

TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES. 
§ 1. COORDONNÉES RFXTILIGNES. 

^919. On a vu (18) que la limite de la sécante, menée par un point 
donné M d'une courbe et par un point infiniment voisin M', se nomme 
la tangente à la courbe au point M; son coefficient angulaire r est de ter- 
ni î ne par Téquation 

r = Uni 7» 
h 

h, A étant les accroissements infiniment petits de Tabscisse et de Fordonnéc 
q^ and on passe du point M au point M'. 

Soient (x^ y) les coordonnées rectangulaires ou obliques du point de 
contact M, (?, Yi) les coordonnées courantes de la tangente : on aura donc 

ax dx 
c^ l'équation de la tangente au point (x, y) sera 

L'équation de la courbe donnera Texpression de dy, où Ton attribuera 
^ ^, 2^ les valeurs qui conviennent au point M, et la tangente sera ainsi 
connue. La dérivée de y ayant généralement une valeur déterminée et 
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unique (40), il en résulte une direction diJterininde de In tangente en 
clinque point, ce qui n'exclut pas la possibilité, en certains poinis parti- 
culiers, d'une tnngenle multiple ou indélcrminëe. 
L'i^quslion de la courbe étant ordinairement sous la forme 

OR en déduit 

dx dy -^ ' 

(irnnl de lï In valeur de dy pour la porter dans l'équalion de la tangente, 

,,--=0. 

11 suHît donc de difTérentier l'équalion F=0, et de remplacer dx par 
^ — X, dy pnr v) — y; on aura l'équation de la tangente h la courbe. 

190. Ln normale, en un point d'une courbe, est la perpendiculaire à la 
langenle. Supposons les axes coordonnes rectangulaires : le cocflicient 

angulaire de la normale sera , et comme elle passe par le point (x, y), 

son équation sera 

On peut aussi lui donner la forme suivante, en tirant de l'équalion 
f{^iy) = t* l'expression de -j- : 

Si les axes étaient obliques, l'équalion se eompliqucrail. 

ISl. Ou nomme sous-tangente la distance du pied P de l'ordonnée 
au point T oïl la tangente coupe l'axe des 
X, celte distance élant positive à droite, ne- 
gative à gauche du point P. Ln sous-itormale 
est, de même, la dislance du point P au 
point N où la normale coupe l'axe des x. 
D'après ces définitions, on aura les expres- 
sions de la sous-tangcutc cl de la sous-nor- 
malc, en grandeur cl en signe, en tirant des équations de la tangente et 
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de la normale les valeurs de $ — x dans riiypolhèse •/}=0, qui appar- 
tient aux points où ces droites coupent Taxe des x : en les désignant respec- 
tivement par S/, Sn, on trouvera 

dx ^ dy 

On nomme longueurs de la tangente et de la normale les portions de 
ces droites comprises entre le point de contact M, et Taxe des x. Les trian- 
gles rectangles MPT, MPN donnent pour leurs expressions 

ou 



^*V/'"*"¥^' N = yy/^ 



dx' 



On donnera au radical le signe qui convient pour obtenir un résultat positif. 
Enfin, Ton a souvent besoin de déterminer la distance F de Foriginc 
à la tangente, ainsi que le point Mi(xi, t/i) où tombe cette perpendicu- 
laire. L'expression connue de la distance de Torigine à une droite dont 
Tcquation est donnée, conduit aux formules 

dF dF 
^_xdy — ydx ^^ ^ dx ^ dy 



|/dx* -♦- dy^ 



//dF\« TdFV 



Le point (xi , ^i) est à la fois sur la tangente, et sur la droite qui a pour 
équation 

y] dx 

i Ty 

(perpendiculaire à la tangente menée par Torigine) : il est donc donné 
par les équations 

(yi— y)dx — (Xi — x)dy = 0, 
Xirfx -♦- ytdy == 0. 

En éliminant x et y entre ces équations et celle de la courbe donnée, 
on aura l'équation du lieu géométrique du point Mi, ou de la podaire de 
la courbe par rapport au point 0. 
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19S. Appliquons ccii roriniilcs a quelques exemples : 
1. Ellipse: ^-h^ = | a* — b* = c*. 

Équation de lu tangente : -j ''" m = ^ • 



X 


.-^, = e.. 






'. s._. 


-i:- -?>/? 


-S' 






P_ ! PN 


—6'. 




a' t<' 


= 1, c« — a'-+-6». 






ment (p* en - 


— 6* duns les formules Ae l'ellipse. 






j>=.2pi. 






=P(S + i). 


- Normale: (Ç-.)j+( 


1 — S))'^ 


= 0. 


-p, constaiiU 


;; T = |/2i(p+2j), N. 


.i/ii()>-h2j). 



2. ffijperbole: 
Changer sîmpli 
5. Parabole • 
Tangente : Ky 



4. Logarithmique: y = «e"', S, = ^con^t... 

5. Cyctoïde. — Un cercle roule, satis glisser, sur une droite indii- 
finic OX : un point de lu eirconférencc du cercle décrit la cgdoïde. L'ori- 

le étant au point 0, où te 
I pnint décrivant coïncide avec 
le poinl du contact du cercle 
I générateur et de la droite fi\e, 
axes OX et OY étant reetaa- 
I gulaircs, soient C le centre, A 
le point de contact du cercle dans une position quelconque, M le point 
décrivant, AC=a, l'angle ACM^^o). Abaissant MP, MQ perpeudiculaires 
sur OX et sur le dianièlrc Al!; observant que, par la condition qui régit 
le roulement du cercle, la longueur OA est égale à l'arc de cercle AM, 
on aura 

OA=«u, APs=MQ = a8in», kC = a, CQ = oeosw, 
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AP étant positif ou négatif selon que P est à gauche ou à droite de A, CQ 
étant positif ou négatif selon que Q est en dessous ou au-dessus de G. On 
a, dans cette hypothèse, 

a: = OP = OA — AP, y = MP = AQ==: AC — CQ, 
ou 

x = a{(ù — sin w), 

y = a{\ — cos w). 

On peut éliminer (ù et obtenir l'équation de la cycloïdc sous la forme 

a — y /- 1 

x = a are cos =p y yiay — y* ; 

mais il vaut mieux conserver les coordonnées x, y exprimées en fonction 
de l'angle variable <ù. 

La discussion de la courbe n'offre pas de difficulté : elle se compose, 
Fanglc 6) variant de à oo , d'une infinité &arcades égales, contigues, 
ayant pour base une longueur 27ra égale à la circonférence du cercle géné- 
rateur, et pour ordonnée maximum le diamètre 2a de ce cercle. On peut 
donc se borner à faire varier &) de à 2?:, ce qui donnera une seule arcade. 

On tire des équations de la courbe 

dx=:a{i — cos co] doi), dy=ia sin (ùd(ù, 

dy sino _ dy . .^ 

-/ = , > S« = w-/=asinw = AP, 

dx i — cos w *^ dx 

donc la normale MA passe par le point de contact du cercle générateur y 
et la tangente est MB. 

Exercices. 

i. Sous-tangente de la courbe qui a pour équation 

a? = c y ou y = 



1-1-1.05 



S =— ^ _ > a?(l"H g) 
' X — y i.x 

S. Mesurer la portion de la tangente à la courbe 

113. 
se' -t-y ' = a ' 

comprise entre les axes. R. Cette longueur est a. 

3. Trois droites fixes étant données par leurs équations a; cos a + y sin a — 5=0, 
« cos ^ -♦- y sin ^ — 5' = 0, a? cos y-*- y sin y — 5" = 0, les distances p, q, r d'un point 
quelconque du plan à ces trois droites respectivement, sont représentées par les premiers 
membres de ces équations, où (x, y) désignent alors les coordonnées du point. Toute 
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courbe peut être représentée par une équation entre les rapports -, ■=• des distances d*un 

r 7* 

point quelconque de cette courbe, aux droites fixes; ou bien par une équation homogène 

entre ces distances. Trouver Péquation de la tangente dans ce système de coordonnées 
trilinéaires? 

Concevons que Ton mette pour Pj 9, r leurs valeurs en (x, y) dans Téquation de la 
courbe : Inéquation de la tangente sera 

et Ton a 

df df df ^ df df df . 

— = -f COS a -H — COS a-+- TCOSy, -- = •— sm a H , 

dx dp dq dr ' dy dp 

d*où l*on tire pour Téquation de la tangente 

df df df 

(Ç cos a -♦- *î sin a) --^-»- (Ç cos â -+- >j sin ^)— •-*-...= (xcos a-i-y sin a)-^- h — 
^ dp dq dp 

df df 

Ajoutant aux deux membres les termes — 5— , — ^' T,» •••> ®^ désignant par 

P = Ç cos a -H Yi sin a — 5, 
Q = Ç cos j3+ «7 sin /3 — 5', 
R= Ç cos y -H V7 sin 7 — 5", 

les coordonnées trilinéaires d*un point quelconque (Ç, >}) de la tangente, on trouve 

dp dq dr dp dq dr 

Mais le second membre se réduit, diaprés la propriété des fonctions homogènes, à 
mf (p, q, r) qui est nul; donc, Téquation de la tangente cherchée est 

w>rf/* ^rf/" ^df ^ 
dp dq dr 

4. Mener la normale à la podaire d*une courbe donnée. 
R. Les équations du N^ 121 

(y 1 — y)dx — {Xi— x) dy = 0, Xidx -f- yjrfy = 0, 
donnent par differentiation 

dyiiix — dxidy=(xi — x) d*y, dx ^dx -^^ dy ^dy =: — yid^y^ 
d*oii 

dx^ dyi 



L*équation de la normale à la courbe, lieu du point (a;,, y^)^ devient par la substitu- 
tion de la valeur de da;^ 

y — 2yi 

M X t/ \ 

cette droite passe par le point ( â> 9 )i ™»ï»eu du rayon mené de l'origine au point M 
de la courbe primitive. 



iK. Trouver la pailnirc de la courbe qui a |iour cquatioii 

(0-H0-- 

f»ar rapport à I origine. 

R. L'équation de Upodaire est 

(0*,)=^ + ((<!,,) "^ =(«.' + ?.') ■^■ 
2 
K>anslecas delà courle de TexempieS, n = ictni=-i; on a donc 

Uans l'hyperbole cquilatère, b^a %/ — I , m ^2 : lu podaïre de celte courbe, par 
■-apport à son centre, a donc pour équation 

cette courbe est la lemniicale de BemuuUi, 

% 2. COORDONNÉES POLAIRES. 

ISS. On détcrmiDC nussi la tangente en un point M d'une eourbe, 
ra pportée ii des coordonnées polaires. Soient ■ 
O le pôle, OX l'axe polaire; 9 = X0M,| 
ri^=OM les coordonnées du point H; et 

r=f(e) 
''équation de la courlie. L'angle n, que fait la I 
direction MF de la tangente, prise du côté où 
S <^wgmente, avec la dircctîoa OM prolongée, 
^■ifTilpour déterminer la tangente. 

Soient r+Ar, 0-t-A9 les coordonnées d'un 1 
point H' infiniment voisin de M; menons ta I 
^caale MH', le rayon OM', MK perpendiculaire sur DM'. Le triangle 
fcctangle MKM' donne 

L'angle MM'K a pour limite l'angle f^; d'autre part, on a, en négligeant 
^es iofiniment petits d'ordre supérieur à A9 (n°' 28 et 36), 

MK=rsinAe=!rA6, M'K=OM' — OK=OM' — OM=Ar, 
donc 

__ dO 
AT dr' 
Tirant de l'équation de la courbe r, dr, en fonction de 0, dO, on aura 
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rinclinaison de la tangente sur le rayon vecteur en un point quelconque 
de la courbe. 

On appelle sous-tangente et sous-normale polaires^ les distances com- 
prises, sur une perpendiculaire au rayon vecteur menée par le pôle, 
entre le pôle et les points T, N respectivement, où la tangente et la nor- 
male coupent cette perpendiculaire. Les longueurs MT, MN sont celles de 
la taîigente et de la normale polaires» Les triangles rectangles MOT, MON 

donnent 

rfO dr 

OT=S, = rtg^=r«^-, Ox\=S„=rcotp=^ • 



= T = |/r« + S,« = r% /i-Hr«^, MN=N=%/3 



iMT = T = i/r« + S,« = r% / i-hr*^., MN=N=% / ^*-^ Ji 



On observera, pour la généralité de ces formules, que les longueurs S< et 
Sn sont positives, lorsque la rotation de OM vers OT est de sens opposé au 
sens où augmente, et négatives dans le cas contraire. 

La perpendiculaire OMi, abaissée du pôle sur la tangente, a pour 

expression 

r^dO 
P=r sin fz = • 

[/dr^ -H r*rfO* 
Si l'on désigne par n, 6i les coordonnées du point Mi, l'équation de 
la podaire de la courbe donnée, par rapport au pôle 0, s'obtiendra en 
éliminant r, et fx entre Téquation de la courbe et les équations 

ri = rsinfx, — Oi=--.fz, ^1^ = ^-^;:' 

Exercices. 

t. Spirale d*Aichimhde : r= aO. 



tg^ = ô = -, St^=--<i S„=a=co/w/., P = 



a a |/jt« ^ ^ 

n 
Z, Spirale hyperbolique : r = - • 

•S 

tg,a=r.-0 = — -; S, = — o = co/w/., S« — — -, T = J/a» -»- r«. 

t* a 

S. Spirale logarithmique : r = a^^, 

i r 

tg ,a = — , la courbe coupe le rayon vecteur sous un angle constant; S/= — , S«= un 

d'où|i=m«. 
S, 

T= 'VlH-< N=rV^i4-,n% P = 



m [/ 1 4- wi* 



L'ïquiilion de la podairc C! 
", daignant la quantité cens 



I^s points T, N, 1U| dérivent donc des sptrules atmblable» à la proposée. 
«. Cardioîde! r = 2o{l -t- cos 0). 



i := — — , ce qui donne une canslructiou facile de la tangente. 

«|, S. = — 2asinfl, T = -^, V = -^^. 



I''û<]| untioD de la podairc est 

•• ^- ^hyperbole équiCalire i r" ces 26 ^ a'. 

tg/.=cot29, |-;u = 2fl±.-5r; 

l axe polaire est également incliné sur le rayon vecteur et suj 
Pou r- trouver la podairc par rapport au pôle, on a 



^*tte courbe est la lemnûcale de BtrnauUi. 

*' oti lui applique les formules générales, on trouve 



ce qui doiiDe ig niiyen de construire fucilemcol [a tangente. 
■ -io déueloppante rfu cercU. — Cette courbe se consti 
ë""c ai] cercle, à partir du poiut de cnutact It, une tou- 
S"'"'" MH 'égale à l'arc de cercle compté d'une origine fixe 
A JUitm'iu point de contact. 
''^«•S'iaus par » l'angle AOH ; pur (r, b) tes cooi'di 
"IX'ïiXM: les équations de la développante seront 



ï'(H 



■<■). 



■c ig «. 



tg,.T=<o=lg(îo-e), 
^ qui fuit voir que la tangente il la courbe est parallèle au rayon OR, et que lu noriualc 
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CHAPITRE XIV. 

THÉORIE DES ASYMPTOTES. 

124. On appelle a.Sf/mpfo^e d'une branche de courbe infinie une droite 
telle, que In distance k cette droite d^un point qui s'ëioigne indéfiniment 
sur la branche de courbe, a pour limite zéro. 

On considère aussi des asymptotes curvilignes dont nous ne parlerons 
pas ici. 

Si la branche infinie admet une asymptote non parallèle h Taxe des t/, 
réquation de cette droite sera de la forme 

et comme la différence entre les ordonnées de la courbe et de l'asymp- 
tote , pour un même x, a pour limite zéro lorsque le point M s'éloigne 
à l'infini, en vertu de la définition ci-dessus, il s'ensuit que l'équation de 
la branche infinie doit pouvoir être mise sous la forme 

y=kx -+-/-♦-¥, 

V désignant une fonction de x qui tend vers zéro, x croissant indéfiniment. 
On a donc 

X X 

et par suite, x croissant indéfiniment, 

lim - = ft. 
x 

Puis, en vertu de la même équation, 

y^kx=l H- V, lim {y — feï:)=/, 

V devenant nul pour x infini ; les valeurs de - et de y — kx tirées de 

X 

l'équation de la branche infinie, donneront donc, à la limite, les coefii- 
cients k et /, et par suite l'équation de l'asymptote. 

Réciproquement, si l'équation de la branche infinie conduit, parce 
calcul, à des valeurs déterminées et finies de k et i, la branche a une 
asymptote 



En effet, les coordonnées x et y de la branche infinie satisfont à la con- 
dition lim{y — kx)=lj d'où 

y — fcx=t-t- V, 

V tendant vers zéro lorsque x devient infini ; donc Téquation de celte 
branche peut être mise sous la forme 

yz=kx-^ /-♦-¥, 

ce qui montre que la courbe s'approche indéfiniment de la droite qui a 
pour équation y = kx -^L 

Il faut observer que la branche infinie peut s'étendre vers les x positifs 
ou vers les x négatifs, et que, pour trouver l'asymptote, il faudra, dans le 
premier cas, faire x=^ •+■ oo ; dans le second, faire ar=: — oo 

135. La méthode précédente ne s'applique pas aux asymptotes paral- 
lèles à Taxe des y; mais comme l'ordonnée de la branche infinie doit 
croître. indéfiniment, à mesure que la courbe se rapproche de son asymp- 
tote, il est clair que, si x=a est l'équation de cette droite, y deviendra 
infini lorsque x tendra vers la limite a. On trouvera donc ces asymptotes 
en cherchant les valeurs de x qui rendent y infini dans l'équation de la 
courbe. 

ISS. Si l'équation de la courbe est algébrique^ on y posera t/ = tix, 
et l'on divisera toute l'équation par la plus haute puissance de x qu'elle 
renferme, ce qui donnera un résultat de la forme 

(1) f(„)-^.lf.(„)+J.f,(„)-^...=0. 

Le rapport - outi tendant vers une limite finie k quand x devient infini, 

X 

on a 

Umî{u) = i(k) = 0, 

et les racines réelles de cette équation feront connaître les valeurs de k qui 
répondent aux asymptotes. On posera ensuite dans l'équation (1) 

u = k H — » 

X 

et l'on développera f(ii), fi(t<],... suivant les puissances ascendantes de 

t 

- par la formule de Taylor. Le terme indépendant de ce facteur s'annule 

en raison de l'équation f(fc)=0; multipliant toute l'équation par x, fai- 
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sant x=ifc», remplaçant l=y — kx par sa limite /, on obtient une 
équation qui détermine / en fonction de Ar, et fait connaître, pour chacune 
des valeurs trouvées pour A:, le coelTicient / correspondant. 
Soit, comme exemple, la courbe qui a pour équation 

xf/* -♦- î)x'y -4- 4x^ -^xij — 9 = 0. 

L'équation, résolue par rapport à y^ donne y = d:zoo pour x=0 : Taxe 

des y est donc une asymptote dans les deux sens. Remplaçant y par ux et 

divisant par x^, on a 

u 9 

«* -4- 5w + 4 H 1=0; 

X x^ 

les deux derniers termes devenant nuls pour x=oo , Téquation en k sera 

it«-^5fc -4-4 = 0, 
et donnera les valeurs réelles k= — i, A== — 4. 

Remplaçant ensuite u par /:-4- - dans Téquation ci-dessus, on a 

X 

(A;-+-- ) -i-b( k-^ ' )-4-4h h— r = 0, 

\^ xy \ xj X X* X* 

et en supprimant le terme A' -f- 5/: -4- 4 qui est nul, puis multipliant par x, 

I* -4_ # q 

2/C/-4- [)«-4- i-4- — — — 4 =0 ; 

X X- ' 

ou bien, en remplaçant chaque terme par sa limite, 

{2/c-4-î))Z-4-A: = 0, /=— * 



2A:-4-o 



1 4 
On trouvera donc, pour A: = — 1, /=::; pour A: = — 4,/= , et 

D 3 

l'on conclura enfin que la courbe admet trois asymptotes qui ont respecti- 
vement pour équations 

\ 4 

x=0, j/=— x-f--, t/=— 4x— -. 

Dans les courbes transcendantes dont Téquation ne serait pas réductible 
à la. forme (1), on procédera directement à la recherche des limites de u 
et de 2/ — kx, 

137. Considérons maintenant une courbe dont Téquation est donnée 
en coordonnées polaires, et qui admet une branche infinie pourvue d'une 
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nsjmplotc AZ. Abaissons OA perpendiculaire sur AZ, MP perpendiculaire 
snrOA; la distance AP du point H à l'asymptote ayant pour limite zéro 
quand le point M s'éloigne à l'infini sur la 
Miirbe, on a 

lim OP=/i"»i{OM sin OMP) = OA, 
et Comme OM tend vers l'infini, il faut que 
*'" OIMP tende vers zéro. La direction du | 
''"yon vecteur OM, à ta limite, est donc parai- 
^éle tè- l'asymptote. 
Soi «> lit donc (>',0) les coordonnées polaires du point M, a l'angle que fait 
^Z av-^cl'axe polaire OX, 3 la distance OA du pile à l'asymptote. On aura 
d'abor-«a, r croissant indéfiniment, 

lim<^ = a, 
ce qu K fera connaître la direction de l'asymptote; ensuite, l'angle OMP 
étant «S^I à 9 — «, 

$=lim [rsin(e — «)] = Km [r(9 — a)]. 
Cork, naissant la direction de l'asymptote et sa distance au pdie, on pourra 
consti:*t.Bire cette droite. 

£ïe»»ipfe. L'hyperbole rapportée h l'un de ses foyers a pour équation 

V 



\ — £ eos 



les 



i de 9 qui rendent r infini sont données par t'équalion 
E Cûs9 = 0; on n donc 



^'ïsuiie 

lim[r\ 



■* 1 — ïcos9 



: V lim D=T-- 



'■'^ dcmi-axcs de l'hyperbole étant «, 6|/— 1, on sait que 



b* 



^ 
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les asymptotes se construiront donc au moyen des équations 

a cos a = j/a* -t- 5*, ^=5, 

qui détermineront deux droites également inclinées de part et d'autre de 
Taxe polaire. 

Exercices. 

f . Courbée du iecond ordre : 

ay* -♦- bxy -4-ca5*4-dy-#-ca!-*-/'^0. 
Si b^-'iac^ 0, 

, _ --6±t/6«~4ac dk-i-e 

La courbe est une hyperbole, et il y a deux asymptotes. 

9, y» — 3axy -♦-»'= 0. 

Une as}rmptote dont Tcquation est 

y = — X — a. 

S. ary* -H 4«*y -f- SOocy h- 2iy -*- 57» -♦- 20= 0. 

Trois asymptotes : 

x = 0] y = 0; y = — 4a; — 30. 

4. apy* — se -4- !2y — i = 0. 

Trois asymptotes : 

a? = 0; y = -+-lj y=— 1. 

y 

ft. y» -4- 2c« H- sin - = 0. — Une asymptote : y = — s». 

a; 

•. y = ae*»*. — Une asymptote : y =. 0. 

». rry = sin x. — Une asymptote : y = 0. 

9. y = tg a;. — Une infinité d*asymptotes parallèles à Taxe des y, et comprises da 

Tcquation 

i étant entier, positif ou négatif. 

a 
9. Spirale hyperbolique : r = - • 

u 

Une asymptote, parallèle à Taxe polaire, et située à une distance a du pôle au-desi 
de Taxe. 




<:iIAPITUE X\'. 

ANALYSE DES COURBES PLANES. 
§ f . DU SENS DE LA CONCAVITÉ. 

1S8. Supposons qu'en un point M d'une coui'bc, la tangente ne suit 
pas parallèle h l'axe des ordonnëcs. Si, dans le voisinage du point M, la 
courbe est constamment du câté de la tangente où se trouve la partie 
iniiëfinie de t'axe des y posilirs, on dit que la courbe, au point IH, tourne 
sa concavité vci's les y positifs. Si, au 
contraire, les points de la courbe infini- 
ment voisins du point H sont, par rapport 1 
à la tangente en H, du même cittë que I 
l'axe des y négatifs, on dît que la courbe 1 
tourne sa concavité vers les y négatifs. 

Pour fixer les caractères analytiques qui ' 
distinguent ces deux cas l'un de l'autre, on observe que, dans le pre- 
mier cas, la différence S entre l'ordonnée de In courbe et celle de la tan- 
gente en M est positive pour les points infiniment voisins de M, tandis 
qu'elle est négative dans le second. Or, soient (x, y) les coordonnées du 
point H, y=i{x) l'équation de la courbe; l'ordonnée correspondante à 
l'abscisse x-t-h, h étant infiniment petit et de signe quelconque, aura pour 
valeur 

y' = t{x+k)=t{x) + Af(x) + yr(x-i- SA). 
L'équation de la tangente en M 

yt-y = r{x)a-x) 
donne, pour l'ordonnée de cette tangente qui répond k ^=x-hh, 

y, = î{x) + kr{x), 
donc 

i = y'-y, = ^r'{x + Qh). 

Sif"{a:) n'est pas nul, f'{x-t-Qk) sera de même signe que f'(x) à cause 

de la continuité, et comme -h* est positif, le signe de 5, quel que soit 




]c signcde /i, sera celui (le r'(x) ou —• La courbe tourne donc sa conta- 
viti vers le» y positifs ou vers les y négatifs, en un point donné, selon 
que la dérivée -~ a le signe + ou le signe — en ce point. 

f 99. Si 3 diangcnit de signe en même temps que A, en un point parli- 
culicr de la courbe, lu courbe, en ce point, traverserait sa tangente : ce 
serait un poitil d'inflexion, h'après ce qui précède, eela ne peut avoir lieu 
I que si r'(z) est nul. On trouvera donc les 
I points d'inflexion de la courbe en cher- 
I chant In points dont les coordontiies vert- 
I fient l'équation 

dx* 
Il faudra, toutefois, que la dérivée 
troisième ne s'annule pas en même temps, car 3 sérail alors de même 
signe que f"(x) quel que soit le signe de A, et la eouri>c ne traverserait 
pas sa tangente ; et ainsi de suite. 

On remarquera encore que cette théorie, s'appuyant sur le développe- 
ment de l'ordonnée de la courbe par la foriniile de Taylor, suppose que 
r(x), f"(x) soient des fonctions continues de x dans le voisinage du point 
(x, y). 11 pourra donc y avoir des points d'inflexion non compris dans 
l'équation ci-dessus : on les trouvera en clicrehant les valeurs de x qui 
rendent infinie la première ou la seconde dérivée de y, et en s'assurant si 
d'y change de signe (i38) lorsque x passe par ces valeurs. 

Exercices. 

Points d'inflexion des courbes suivantes : 

• . ^ = 30* — Sftt'+HOie— IBOa'-t-oia + n. 

R. x=t; x = i; x^Z. 
S. ^^siii'a*. R. Uae inlinilc de points d'inflexion qui rc|>onden( ù 

S. a-' — o'j;' -+- a'j ^0. H. Deux points d'inflexion : 

'^\/& ""56' '""~i/i """se- 

4. !ry'-i-ifl*j; — 8n' = 0. R. Deux points d'inflexion : 



R. Deux points J'inflc^sion : 
H. x^O, y = a est un point d'inflexion oi 



^ 2. DES POINTS SINGULIERS. 

ISO. On nomme points singuliers ceux où la courbo présente quelque 
particularité qui distingue ces points de tous les autres. 

Généralement, la courbe admet en chaque point, Ici que M, une tangente 
unique, et les deux arcs qui partent du poiut M sont du même côté de la 
tangente, mais de part cl d'autre de la normale en M, sauf quand le point 
H est un point d'ioflexion, ear alors la 1 
courbe traverse sa tangente. 

Un point conjugué est un point isolé I 
dont les coordonnées vérifient l'équation I 
de la courbe; nn point multiple (I) est I 
celui où se croisent deux ou plusieurs I 
branches de la courbe, qui n'ont paR géné- 
ralement même tangente en ce point; uu point où s'arrêtent deux branches 
de courbe et où elles ont même tangente, se nomme un point de rebrou»- 
sèment i il est de première ou de seconde espèce selon que les deux bran- 
ches ne sont pas, on sont du même edté de la tangente commune (II, III). 

Ud point saillant (IV) est celui où s'arrêtent deux branches de courbe 
qui n'ont pas même tangente. 

Enfin, lorsqu'une branche de courbe simple se termine brusquement 
en un point, celui-ci est un ;>oinf d'arrél. 

Nous allons exposer une méthode pour discuter la nature de la courbe 
dans le voisinage d'un point donné de celte courbe : cette méthode nous 
conduira k un théorème général, qui fournil un caractère précis poui' 
reconnaître l'existence des points singuliers; elle nous servira ensuite à 
discuter complètement l'espèce de ces points. 

fSI, Soit F{x,y)=0 l'équation d'une courbe rapportée k des axes 
rectangulaires; H un point de cette courbe; a et 6 ses coordonnées; 
x=a+h , i/=b+k celles d'un point quelconque M' du plan, infiniment 
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voisin du point M. Nous supposons que les fondions 
dF dF 
*'(^'î')' d^' di 
soient continues pnr rapport Axelày danslevoisinagedesvnlcurs x^a, 
y'=b, c'esl-ii-dirc dans le voisîniigc du point M. Nous avons donc 

F(,,j)-F(.^»,6^*)-F(„,6)*(|A + ïïi)_^,_^^^_. 

d'après le tlidorcmc de Tajlor. 
MaisF(o, b) est nul; de plus, SA, Ok étant infiniment petits, les valeurs 

de -j- et -T- qui se rapportent à x^a + Qli, y => 6 -+- Ôfc, diffèrent infi- 
niment peu, k cause de la continuité, des valeurs qui se rapportent à 

dF rfF 
;e=>a, y = b, et que nous désignerons par -r-i -tr- Donc 




'<-)=(£-^0'-(S->- 



I >?, yf étant infiniment petits. 

Du centre M, nvcc un rayon infiniment 
pelil p, décrivons un ecrclc; le point M' 
I étant sur ee cercle, nous aurons 

A^pcosS, fc=psin0, 
S désignant l'angle que fait le rayon MM' avec MX' parallèle & OX. Déter- 
minons, en outre, une quantilé H, et un angle a compris entre et t:, 
qui satisfassent aux équations 

-T- ^ — Il sin a, -tr = H cos a , 
da do 

ce qui donne dV 

"rfF* 
db 
L'équation ci-dessus prendra la forme 

V{x, y) = p [H sin (9 — a) + m], 
b) étant la quantité infiniment petite )]cos 0-*- vi'sînd. 

Cela posé, suivons les variations de la fonction P(r, ^] lorsque le point 
W{x^y) parcourt la circonférence du petit eerele, pour connaître les 
points où F s'évanouit : ceux-là seulement appartiennent à la courbe. 



„ _^ //((FN* /dvy d 
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jVous supposerons d'abord II di/fémnt de zéro, ce qui aura lieu si -t— , -»- 

ne sont pas nuls à la fois; divisant par pli, nous aurons 

-jjF(x,y) = sin(9 — a)-t-^, 

expression qui ne peut s'annuler, o) étant infiniment petit, que pour des 
valeurs infiniment petites de sin (0 — a), c'est-à-dire pour des valeurs de 
ô qui diffèrent infiniment peu de a ou de a -h tt. Menons par le point M 
la droite A Ai, faisant avec MX' l'angle X'MA = a déterminé ci-dessus; les 
points, sur la circonférence, qui appartiennent à la courbe, ne peuvent 
donc se trouver que dans le voisinage de A et de Ai. D'ailleurs, soit e un 
angle choisi aussi petit qu'on le veut, mais indépendant de p : lorsque 6 
varie depuis a — e jusqu'à an-e, sin(0— a) passe du négatif au positif, 

(ù i , , 

et comme - est infiniment petit avec p, -riFlJ"^» y) ^ le même signe 

(5^, 2<*) que sin (9 — a), et passe aussi du négatif au positif. Or, cette fonc- 
tion continue de fangle ne peut changer de signe sans s'annuler; il y a 
donc un point de la courbe sur l'arc compris entre les limites 0=0. — e, 
= a -4- e; et, par la même raison, il y en a un sur l'arc compris entre 
0=a-i- TT — g et 9 = a-*-7r-*-e. 

Chacun de ces arcs, d'ailleurs, ne renferme qu'un seul point, car, si 
la fonction F(x, y) s'annulait deux fois dans l'intervalle de 6 = a — e à 
G =: a -f- e, sa dérivée par rapport à 9, savoir 

dF{x,y) dF . . dF . / dF . . dF . \ 

— \^ ^ = r-pSin0-4--=-pCOS0 = p( r-SinGH--rT- COSO-f-û) I 

dO dx^ dy^ ^\ da db / 

= pH cos(9 — ^)"*" ff » 

(o)' étant infiniment petit), s'annulerait dans le même intervalle (87), car 
elle est évidemment une fonction continue de l'angle 9. Or, c'est ce qui 

est impossible, puisque cos(9— ^a) diffère très-peu de l'unité, tandis que 

«' 

— - est infiniment petit. Le même raisonnement s'applique à l'intervalle 

H 

a H- TT ± e, cos (9 — a) étant très-voisin de — J . 

La courbe est donc coupée par la circonférence de rayon p, en deux 
points seulement, l'un qui est infiniment voisin du point A, l'autre qui est 
infiniment voisin du point Ai : cette conclusion subsistant pour des valeurs 
indéfiniment décroissantes de p, la suite dx; ces points forme évidemment 
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une simple ligne continue, tangente en M à la droite AAi. De là résulte 
ce théorème, important pour la représentation analytique des courbes : 

Si l'équation F(x, t/)==0 est satisfaite par un système de valeurs 
x=a, y = 6, dans te voisinage desquelles la fonction F et ses dérivées par- 
tielles du premier ordre sont continues par rapport àxet ày; si, déplus, 
ces deux dérivées ne s'annulent pas simultanément pour x=ay y=by la 
courbe, lieu géométrique de l'équation F(x, f/)==0, présente dans le voi- 
sinage du point {a, b) une ligne simple, continue^ ayant une seule tangente 
en ce point. 

183. L'équation de cette tangente AAi, qui fait avec OX Tangle a 

déterminé par Téquation 

dF 
da 

db 
est évidemment 

ce qui nous ramène, par une autre voie, à l'équation connue de la tangente. 
Pour reconnaître de quel côté de sa tangente la courbe est située en M, 
il suffira de chercher le signe de F(x, y) en A et en Ai; sin(9 — a) étant 
nul en ces points, ce signe sera celui de la quantité d). En développant 
Texpression de &> par la formule de Taylor, on trouverait une règle qui ne 
diffère pas, au fond, de celle que nous avons donnée plus haut pour déter- 
miner le sens de la concavité d'une courbe. 

188. Il résulte du théorème précédent que le point {a, 6), qui satisfait 
aux conditions énoncées, ne peut être un des points singuliers définis au 
n® (130), et si nous faisons abstraction des points d'inflexion, nous pourrons 
énoncer le théorème suivant : 

Pour qu*un point de la courbe qui a pour équation F(x, y)=0 soit un 
point singulier^ il faut, ou bien que ses coordonnées rendent discontinue 

Pu7ie des fonctions F(ap,t/), -7-5 —-; ou bien qu'elles satisfassent à la fois 

aux trois équations 

dF dF 
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Dans une courbe algébrique, F(jp, y) est une fonction rationnelle et en- 
tière de X et de 2/ : la première hypothèse ne peut se réaliser. La seconde 
donnera donc seule tous les points singuliers. 

Admettons donc que le point (a, 6) satisfasse à ces trois équations, et que 

Ton ait 

dF dp 

F(a.6) = 0, ^=0, ^=0, H = 0; . 

proposons-nous de discuter complètement la nature de ce point singulier. 
Pour cela, admettant la continuité des dérivées partielles successives dont 
on fait usage, on développera F(a+/i, b-^k) par la formule de Taylor 
jusqu'aux termes d'un certain ordre; supprimant les termes qui s'annulent 
en vertu des conditions ci-dessus, et remplaçant h par pcosG, k par psinO, 
on trouvera évidemment un résultat de la forme 

F(x,t/)= F(a 4- A, 6-^ k) = p«f (e)-f-p'fi(e) -*- ..., 

f (Q) , fi(0),... désignant des fonctions entières de sin9, cos G. On suivra 
ensuite, sur la circonférence du petit cercle de rayon p, les variations de 
Ja fonction F(j:, t^), afin de trouver les points où elle s'évanouit, points 
qui appartiennent à la courbe. Cette discussion, analogue à celle que nous 
avons faite plus haut, repose sur ce que les termes du développement de 
F(x, y) sont ordonnés suivant les puissances de l'infiniment petit p. 

Nous allons appliquer ce procédé à des exemples particuliers, ce qui sera 
plus clair et aussi instructif qu'une théorie générale : nous remarquerons 
seulement que, si l'équation de la courbe est rationnelle et entière en x et 
en y, au lieu d'appliquer la formule de Taylor, il sera plus simple de sub- 
stituer directement dans l'équation 

X == o -4- p cos 9 , y =: 6 -4- p sin 0, 

de supprimer les termes nuls, et d'ordonner ceux qui restent suivant les 
les puissances ascendantes de p. On formera ainsi immédiatement l'ex- 
pression 

f (S) H- pf, (6) -♦-... 

184I. Exemple \. — Soit 

F(x, y) = f/2 -f- a*x« — x* = 

l'équation de la courbe. On trouve 

dp lW 

^=2(««-2x>, ^ = 2y, 

et les conditions qui caractérisent un point singulier conduisent au système 
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uaiquG 

1 = 0, y=0. 
L'origine seule peut être un point singulier. Faisons donc, dans l'ëqualiou 
de la courbe, x = pcos9, y = psin9, divisons par p'; il vient 

(sin* Q-t-a* cos* 0} — p' cos» 6 = 0. 
L'équation 

f (ô) = sin* 9 -»- o* cos» 6 = 
n'esl satisfaite pour aucune valeur rccUe de 6; f(9) est donc constam- 
ment >0, et comme p'cos* 3 est inTiniment petit, l'équation F{x, y)^0 
ne peut être satisfaite en aucun point lie la circonférence du petit cercle. 
La courbe n'a donc aucun point dans le voisinage de l'origine des coor- 
données : l'origine est un point conjugué. 

On voit clairement qu'il en sera de même toutes les fois que l'équation 
f(0) = n'aura pas de racines réelles. 

tas. Exemple IL— Soit F(x, y)=y — i» -*- x* = 0. 
Égalant k zéro les dérivées partielles de F(x, y), on trouve pour les 
équations d'un point singulier 

y = 0, i(2x' — 1) = 0, ic'(x« — 1) = 0, 
équations auxquelles satisfait le système unique 
x = 0, y = 0, 
qui représente encore l'origine. Décrivant le cercle infiniment petit autour 
de ce point; remplaçant, dans l'équation de la courbe, x ety par pcosd, 
p sin 6, divisant par p*, on trouve 

- F{x, y) = (sin» — cos* 0) -t- p» cos* 6 = 0. 

L'équation 

r{6) = sin' 9 — cos" = — cos 29 = 
est satisfaite par les valeurs 

8_î, 8=Ç, 8_Ç, 8_Ç. 
4 4 4 4 

I Menons les rayons correspondants OA, 0Ai,OAt, 

Aj : le terme en p' éUnl infiniment petit, F{x, y) 

c peut s'annuler que pour des valeurs infiniment 

I petites de f(9); les points appartenant à la courbe 

ne peuvent se Irouver que iliins le voisinage des points A, Ai, Ai, Aj. Soit 
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toujours £ un angle très-petit, mais invariable : on a 

f(ï-e)<o. <=-..)>»; f(T-.)>o, '(t*')<'>: 
<&-.)<„, ,(-«)>o, ,(?-.)>o, ,(ï..)<„. 

el Comme f(9) donne son signe à F(r, y), p dtant infininicnl petit, il s'en- 
suit que F(i, y) change de signe, et s'annule par conséquent, chaque fois 
que la variable B franchit l'un des intervalles 



"y a done un point de la courbe dans le voisinage de cliacan des points 
^1 Ai, A], Ai; on voit sans peine qu'il n'y en a qu'un seul, et comme 
^(*, y) se réduit a p* cos*6>0 en A, Ai, A», As, puisque f(6) y est nul, 
il est clair que F{x, y) s'annullc en deçà du point A, au-delà du point Ai, 
<!n deçà du point At, au-delà du point Aj. Deux branches de courbe, tan-. 
Bcntes respectivement aux droites AAi, AiAj, se croisent en : l'origine 
est un point multiple. (Les tangentes sont ici bissectrices des angles formes 
P'ti' les axes : de plus, chaque hrancfae présente une inflexion en 0). On 
verra sans peine que la même conclusion subsiste, chaque fois que l'cqua- 
l'Or» f(9) =0 admet des racines réelles et inégales. 

■»M. Exemple III. — Soit la courbe 

H^,y) = y'~x* = 0. 
1** point 

x=0, y=0 
** Wsfail seul aux conditions qui caractérisent un point singulier. Transfur- 
"■Ons comme dans les cas précédents; il vient 

F{x, y) = p» (sin* 6 — p cos'' 0) = 0. 
X.a fonction f(6)^sin'0 ne s'annulant que pour 6 = et O^t, le 
"^ '"de de rayon pne peut couper la courbe qu'en des 
points infiniment voisins de l'axe des x. Pour 6^±e, 
* est de même signe que sin' 9, c'est-à-dire |> 0. 
Er» A^ e = o^ F = — p*<0; il y a donc un point 
"C In courbe entre 6 = — s et 6 = 0; et un entre 

^•=0 et 0=£. Pour9 = ir±E, F>0;en A(,9=it, 

^^^p'^ 0; il n'y a donc aucun point dans le voisinage du point Ai, 
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puiM|tic F(x, y) est composé de deux termes positifs et ne peot s'ananln. 
Deux bi-unclics de courbe, s'arrélnnt au point (x = 0, y^O), ettaDgenUi 
Cl) ce point >i i'axe des x positifs : l'origine est un point de refrroiuKMnl 
th première fspèce. Eu général, il en sera de même quand l'é^iualiim 
1(0) = aura ses lacines égales, et n'annuloni pas fi(6). 

1»T. f:xem]ylel\'. F(x, y) == y* — 2yx» -H x» — ar» = 0. 
Tout point singulier doit snlisraire & eettfi é([ualion cl aux suivantes: 
x(—i!/ + 4x* — Sx») == , y — x' = 0, 
d'où l'on lire cette seule solution 

x = 0, y = 0, 

<]ut repntscnle l'origine des axes. Posant x=p eos S, y:=psîn0, il vitu' 

F(x, y) = p'(sin*0 — 2psinOeos*0+ p'cos*9 — p*cos''6) = 0, 

L'équation 

f{9) = siH'0 = O 

u pour racines O^O, O^tt, ce qui montre que la courbe ne peutcouiwr 
le cercle de rayon p que dans le voisinage des points A et A| do l'axe dcsi. 
En CCS points, on asin6=0, F(x, y)=p*(l^p)>0; 
de même, pour 6=±:, B==Kdr.if f(0) est positif et 
donne son signe à F, donc F(x, y)>0. La fonction F 
ne manifeste doue jusqu'ici aucun ehangeffleol de 
signe propre A révéler l'cxislenee d'un point de I» 
courbe, mais on ne peut rien conclure, parce que, ^ 
une distance infiniment petite des points A et An 
sin est de même orijre que p; les trois premiers termes du développe- 
ment de V sont clone de même ordre, et leur somme peut s'annuler dcui 
fois entre = et fl=E. Pour s'en assurer, on posera 

sin 9 = ptf , 
tt étant une nouvelle variable, d'où 

F(x, y)= p' (m' — 2(( eos* + eos' — p eos^ 9). 
Egalant k zéro le eoetliciciit de p^, on trouve 

II' — 2« eos* + eos* e = 0, (k — eos' 9)» = 0, 

d'où 

M = cos' G , sin 9 = p cos^ > 0. 

Les valeurs positives et inrinimeut petites de sin 9, déterminées par cett 
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équalion, correspondent sur la circonlcrenee h deux poinls a, ^ inGnimcnt 
Wisins respectivement de A et de Ai, au-dessus de l'axe (tes x : le premier 
jiinneF= — p"cos°6<0, le second F= — p"cos'6>0. F est donc com- 
poM de termes positifs et ne peut s'annuler dans le voisinage du point |3, 
nais il change deux fois de signe, en deçi et au-delà du premier a, ce <]ui 
indique deux branches de courbe tangentes h l'axe des x positifs, au-dessus 
decïtaxe, et s'arrétant à l'origine des coordonnët-s. 

L'origine est un point de rebroussement Je seconde espèce. On voit d'ail- 
leursqu'il ne peut y avoir que deux briincbes passant en 0, parce que 
l'équation de la courbe est seulement du second degré en y. 

ISS. Exemple y. F(x, t/) = (^* — x*)* — ar'sîn jc = 0. 

(In point singulier satisfait à cette équation et à celles-ci : 
y(y' — x»)=0, ![%» — x») + 4j:' sin X -«- x» cos l] = 0. 
Considérons seulement les valeurs de x depuis x = jusqu'à x ^ ir : les 
xvh points qui satisfassent aux conditions indiquées sont 

x=0, y=0; x = ~, y = 0. 

I* premier est l'origine. Décrivant le cercle de rayon p et posant x^peos 0, 
Î=psin0, on trouve 

F{x, y) = p'[(sin' 9 — cos* S)* — eos* 6 sin (p eos 0)], 
"1, en développant sin (p eos 9) cl divisant par p*, 

- F (r, y) = cos* 29 — pcos^fl + ^ cos'O 

p* '6 

m L'^uïtion 

f f (s) = eos» 28 = 

I donne pour racines 

e = -, « = _, e = -, B = ^; 

soîcDl OA, OAi, OAi, OA] les rayons correspondants. A une distance angu- 
laire très-petite £ de ces rayons, f(6) a une valeur 
finie positive, donc F(x,y)>0; la courbe ne peut 1 
couper la circonférence que dans le voisinage des [ 
points A, A( , At , Ai. En ces poinls, F a le même 
signe que le terme du 1" ordre en p, — pcos'^O; 
donc, le signe — en A et Ai, le signe -h en Ai et A,. 
11 n'y a donc aucun point de la courbe dans le voi- ' 
sinage de ces derniers, puisque le terme du premier ordre y est constam- 
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ment posilif et ne s'annule pas. Hais le cliangcmcnt de signe de F(t, ^) 
indique deux points, l'un en deçà, l'autre au-delà de A ; el deux autrci 
en dc^a et au-delà de Ai (on vérifie sans peine qu'il ne peut y en avoir 
phis de deuii; d'ailleurs, l'équation n'est que du 4~* degré en y). Niras 
trouvons donc quatre branches de courbe qui s'arrêtent au point O : deui 
sont tangentes à OA, de pari et d'autre; deux sont tangentes à OAi, aussi 
du part et d'autre. La courbe a donc à l'origine deux rebroussements de 
première espèce, dont les tangentes sont inclinées k iS" sur l'axe des x 
positifs. 

Discutons maintenant le point (j; = - , !/^0). En décrivant le cercle 

infiniment petit autour de ce point; posant, dansF{x, ^), x=— -4- pcos>, 

y=:psinB, faisant les réductions et dévcloppont, on trouvera sueces- 
«ivcmcnt 

%»y) = U*sin*e — ^l+pcosej —Q+pcosej cos(pcos«) 

=p*sIn*O-Vsia«e0 ^pcoso)V0^peose)*(P-!H^^ - J^gJ^.) 

— F{a;, 1/)=— / — sin*e + — cos*e )-f-7tpcose( — 2sin*e +— cos*6 1+- 
L'équation 

((8)-Ï(-.in'8-vf;c.s.8)=0 
donne 

tg8-±î, 
ce qui détermine deux droites réelles également iO' 
elinées sur l'axe des x. Le point (x=-, y=Oj 

est donc un point double, dont les tangentes 80»^ 
les deux droites définies par eette équation. 

1S9. Ce qui précède sulHt pour servir de guide dans la discussio" 
des points singuliers. 11 pourra d'ailleurs s'en présenter d'autres, co** 

rcspondantà des discontinuités des fonctions F, -r-i -^t et que Fond'* 
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cutera suivant la nature de ces fonctions dans le voisinage du point singulier. 
Si la fonction qui représente Fordonnëe de la courbe n'admet qu'une 
valeur pour chaque valeur de x, et qu'elle devienne discontinue, sans 
être infinie, en un point, celui-ci sera un point d'arrêt. 
Enfin, si l'ordonnée ne ces^e pas d'être continue, mais que sa dérivée 
: par rapport à a; passe brusquement d'une valeur à une autre pour une 
; valeur donnée de x, un point saillant correspondra à cette discontinuité 
l de la dérivée, puisqu'il y aura changement brusque dans la direction de 
la tangente. 

§ 3. ANALYSE d'une COURBE PLANE. 

140. Nous possédons maintenant tous les éléments nécessaires à la dis- 
cussion complète d'une courbe, donnée par son équation F(x, y)=0. 

On cherchera d'abord à résoudre l'équation par rapport à x ou à y, afin 
«Tacquérir, par l'étude des variations de la fonction, une idée approxima- 
Hvede la marche de la courbe, du nombre de ses branches, de leurs limi- 
tes, des points où elles coupent les axes coordonnés, etc.... 

Formant l'équation de la tangente, on déterminera facilement les points 

où elle est parallèle, soit à l'axe des x, ce qui a lieu quand -p est nul; 

soit à l'axe des y, ce qui suppose y- = oo : ces points répondent généra- 

lamenta un maximum ou à un minimum, soit de l'ordonnée, soit de 

l'abscisse. 
Si Je courbe admet des branches infinies, on trouvera leurs asymptotes 

P»r la méthode exposée au chapitre XIV. 

On calculera d^y, afin de reconnaître, par le signe de cette expression, de 
çuci côté les branches tournent leur concavité, et de déterminer les points 
d'inflexion. 

Enfin, on recherchera et l'on discutera les points singuliers de la courbe, 
si elle en possède, par la méthode dont nous avons donné divers exemples. 

Exemple, La courbe qui a pour équation 

y* — 96a«y« -*- iOOtt«x« — x* = 

est symétrique par rapport à l'axe des x et par rapport à Taxe des y : il 
suffit donc de construire la portion de cette courbe comprise dans l'angle 
des coordonnées positives. £n posant 

X = X* — 1 00a«x« H- 48«a*, 




i/=.|/48aî±^/X. 
Or, on voit sans peine que 

en sorte (jue X csl ncgaliT, et y imagiiiatie , enire les limites x=CcJ*' 
a;=8(i, nuxciiielles répondent les points A et B. Entre x=0 et x = 6(»- 
a;*(3:*— 100tt*)<0, donc |/X< 48a*, les deux valeurs de y sont réelle» 

I la plus grande, pourx=0, vaut a^96ouàpe a. 

I ppès'J,8-o; elle dtooit jusqu'à y=oj/48=T'< 

1 environ, pour x^^Ga (branehe DE); la plusp^- 

I tite, nulle pour x^O, atteint la même valeuii 

o(/48, pour i=6a (branche OE). Au-delà A* 

x^=&a, l'une des valeurs de y eroit depwii 

y=a[/48 jusqu'il l'infini (branche indéfinie FG-); 

l'aulpe dceroit de y=aj/48 jusqu'à y^O pour aT=10a, puis dcvierit 

imaginaire (branche FC). Les intersections de la courbe avec les axes sont 

donc déjà connues (D, 0, C). 

La dilTcrcntlation de l'équation donne 

dy _ x(x* — SQq*) 
rfx ~ y (y* — 48a')" 
La tangente est parallèle à l'axe des x au poini D, où x=sO sans que y 
soit nul ; l'hypothèse x* = 50a' correspond à un point imaginaire ; l'hypo- 
tlièse x^O, y^O sera examinée plus loin. La tangente est parallèle i 
l'axe des y lorsque y* — 48a'=0 (en E et en Fj, cl lorsque y^Osaas 
que X soit nul (en C). 

La méthode de richcrche des asymptotes conduit, pour la branche FG, 
à l'équation 

y=i, 
qui représente la bissectrice de l'angle des axes. 
Pouf trouver les points singuliers, on posera 

t/{y*-~ 48o') = 0, X (x* — bOa*) = 0. 
On ne peut satisfaire ù ces équations et à celle de la courhe que par le 
système 

x=0, y=0, 
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^^* dunne rorigine. L'emploi du cercle de rayon p conduit à rëquation 
a« (i 00 cos« e — 96 sin« G) -4- p« (sin* G — cos* G) = : 

potnt double; les tangentes aux deux branches sont déterminées par 

l'équation 

' . 5 



tgG 



/ 




j/24 
On tire encore de Téquation de la courbe 

Sur la branche DE, le dénominateur est >0; le numérateur, égal à 

— oOa* en D, à — oo en E, ne. peut changer de signe dans Tintervalle (car 

il y aurait deux points d'inflexion et la courbe serait coupée en plus de 

4 points par une droite; d^y est donc négatif, la concavité est vers les y 

négatifs. Sur la branche OE, d*y, nul en 0, devient égal a + oo en £; il 

est donc positif de en £, la concavité est du côté des y positifs. Sur la 

branche FG, on verra de même que d^y <^0; sur la branche FC, d^y passe 

de la valeur h-oo à — oo, ilya un point d'inflexion entre F et C, Les 

branches qui se croisent à l'origine traversent leurs tangentes. 

Les données précédentes suflîscnt pour la construction de la courbe. 

Exercices, 

Analyser les courbes suivantes, et discuter leurs points singuliers : 
t. (x*-hy*)*+a*(y^ — a;*)=i0. (Courbe en forme de oo , symétrique par rapport 
AUX axes ; point double à Torigine, deux branches tangentes aux bissectrices des angles 
des axes.) 
f. cos a; -Hcos y SB 2. (La courbe se réduit à un nombre indni de points conjugués, 
^ satisfaisant aux équations 

a? = ±:2i7r, y = ±:2r7r). 

S. y* — oy*aî-4- 605' =0 (Courbe à deux feuilles et deux branches infinies; Torigine 
un point triple : une branche tangente à Taxe des a;, deux autres inclinées sur cet axe 



d'un angle 6 =arc tg f ±% / £ ] ), 



4. a?*-— 2ay5— 3o*y* — 2a'aj* -*- a* = (Trois points doubles -, x=zd, y=0; 

a?= — a, y=0; a?=:0, y^= — a). 

ft. y'(2a?— a)H-o*a;* — ar* = (Courbe indéfinie dans le sens des a? positifs et néga- 

a 
tifs; une asymptote a^=â parallèle à Paxe des y; une autre qui a pour équation 



(œ-t- - I -z — i la courbe coupe l'aie des a h 90* e; 



est un point de rcbrou s sèment de première cspice, la (ingénie coïncide avec l'aie dn 
y positifs). 

S. (y — 31113')* — x^sin'x^O (CourLc serpcutanic i deux branches; rebi'OUSSODCiit 
de dcuxiènic espèce ù l'origiRe, langent à l'axe des x positifs). 

9. y> + ax* — i*xif*^0 (Rebroussement de première espèce i l'origine, («ngenti 
l'aie des x positifs ; en outre, par ce même point, passe une branclie taogenle à l'ue 
des y et offrant une inflexion). 

8. ir* -t- l'y' — &iT*y -*- l'y* = (Courbe à deui feuilles limitas ealre 
x = =b2aV/2; l'origine est un point double; les deux branches ont même taDgenle, 
l'axe des z). 

». [y — ç(r)]« — (a — a)i'+(i) = 0; p, q entiers et positifs, q pair. [Sip>), le 
point x=.a, j/^f(a) est un point de rebroussemcnl ; du 1" genre si p ^Sf; Ju second 

si p>2irl. 

4«. y — x(iv = (Point d'arrêt à l'origine des aies). 

>I. y= f (Point saillant a l'origine; les tangentes ont respectiTemcnl poui 

cocfllcients angulaires et 1)- 



CHAPITRE XVI. 

DIFFÉRENTIELLES DE CERTAINES FONCTIONS GÉOMÉTRIQUES. 

141. Airt (Tune courbe plane. — L'aire comprise entre une courbe 
donnëe BB', J'bxo des a;, une ordonnée fixe AB, et une ordonnée varisWe 
I MP, est évidemment une fonction S i^ 
I i'abscissc x du point H : cUerclions s> 
I différentielle. 

A l'accroissement àx= PP' de la w 

I riable x correspond l'aecroissemnit 

= MPP'M' de la fonction : au seg- 

I mentMPP'M', on peut substituer Icpt- 

rallélogramnie MPP'K, parce que leur 

rapport a pour limite l'unité (33), Cl 

, y étant l'angle des oxcs coordonnnés, 

iS ^= y sin y • Ax. 




A3! dx 



= ysmy, 



dS^ysinydx. 
Qunnd les axes sont rcclaDgulnires, siny^ {, et l'on a 

dS=ydx. 
N. B. Dans ces formules, y représente la valeur absolue de l'ordonnëc 
d^ la courbe, sans quoi l'on devrait regarder comme négatives les aires 
cïOiTespoadanles aux ordonnées négatives. 

14S. Si l'équation de la courbe était donnée en coordonnées polaires, 
OKI désignerait par S l'aire du secteur compris entre la courbe, un rayon 
v^ acteur fixe OA, et un rayon vecteur r=OM, correspondant b un angle 
^'^riible S. A l'accroissemem AS de l'angle polaire, répond un accroisse- 
■*»«Dt AS=MOM' de l'aire S, et l'on ferait voir, par des considérations 
^^ mblables à celles du n* 32, que cet élément de surface est compris entre 
■^eui secteurs circulaires infiniment petits, de rayons OM et OM', et qui 
■* m pour limite de leur rapport l'unité. On peut donc substituer l'aire de 
l'un d'entr'eux k celle du secteur MOM', et l'on a 



is = 


.'-r'M, 


AS 
A» 


dS ■ 






ds = 



14S. Longueur de l'arc d'une courbe plane. — Soit ABM un arc do 
^ourbe quelconque, AM sa corde; on inscrit dans l'arc ABM un polygone 
4oiit les côtés sont infiniment petits. Soit ti l'un 
*ies côtés du polygone, u' sa projection sur la 
*^orde AM, a l'angle aigu que fait le côl^ u avec 
AM : on a 

«' = u cos a, 

ci, en désignant par 1 une somme qui s'étend à tous les côtés du polygone, 
Su' = 2 (u cos a) = 2» -M (cos a), 
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«l'où 

„ lu' 

M (eos a) 

2u représente le pcriniëtre du polygone inserit, et 2u' est dgal à la corde 
AM=c. Lorsque les côtés du polygone tendent vers zéro, son périmètre 
croit sans cesse sans pouvoir devenir infini ; il tend donc vers une limite 
déterminée s, Cest cette limite que ton nomme la longueur de l'arc de 
courbe ABM. D'ailleurs, l'angle a que fait un des côtés du polygone avecla 
corde, a pour limite Tangle 9 que fait une tangente à la courbe avec cette 
même corde, en sorte que, si nous désignons par M (eos 9) une moyenne 
entre les valeurs par lesquelles passe cos 9, lorsqu'on passe du point A au 
point M, l'équation précédente deviendra h la limite 

c c 

* = T7-; r ' <>u - = M (cos cp). 

M (cos (p) s ^ ^ 

Cette relation entre la longueur d'un arc et celle de sa corde conduit à 
une conséquence importante : 

Supposons que le point M se rapproche indéfiniment du point A sur la 
courbe : la tangente, en un point quelconque de l'arc ABM, fait avec la 
tangente en A un angle tendant vers zéro, si A n'est pas un point singu- 
lier ; l'angle 9 qu'elle fait avec la corde AM est donc aussi infiniment petit, 
donc cos 9 a pour limite l'unité, ainsi que M (cos 9), et l'on a 

lim ' =ij 

s 

c'est-à-dire que le rapport d'un arc infiniment petit à sa corde a pour 
limite Cunité, Ce théorème subsistera même pour un arc de courbe de 
forme variable^ pourvu que l'angle 9, en un point quelconque de cet arc, 
tende vers zéro en même temps que la corde. 

14141. Considérons maintenant, sur une courbe donnée, un point fixe A, 
et un point variable M (x, y) : la longueur de l'arc de courbe compris entre 
ces deux points est une fonction 5 de l'abscisse du point M, et l'on veut 
trouver sa différentielle, les axes étant supposés rectangulaires. 

Soient M' un point infiniment voisin du point M ; x -h Ax, y + Ay ses 
coordonnées, As l'arc infiniment petit MM'. Sa corde ayant pour expres- 
sion |/Ax* -♦- Ay*, on aura, d'après le théorème précédent. 



Ax Ax V Ax* V </x* 
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d'où 

ds 
dx 



""V/^"*"S' ds = ]/dx^'i-dy\ 



ce qui donne la solution de la question. 

Remarques, — La dérivée de Tare par rapport à x étant positive, cela 
suppose que ces quantités varient dans le même sens, ou que les arcs soient 
cooiptcs dans le sens des x positifs. Si le contraire avait lieu, il faudrait 
changer le signe du radical. 

D*après la définition donnée de la longueur d'un arc de courbe, on pour- 
rait se demander si la limite vers laquelle tend le périmètre du polygone 
inscrit, ne dépend pas de la loi suivant laquelle les côtés tendent vers zéro. 
La formule ci-dessus répond à cette question : la fonction .s, ayant une 
dérivée déterminée par rapport à x, et s'annulant pour la valeur de x qui 
répond au point A, est entièrement déterminée (51); et comme nous n'avons 
fait aucune hypothèse sur la loi d'inscription des côtés du polygone, il s'en- 
suit que la longueur de l'arc s est la même, quelle que soit cette loi. 

Lorsque l'équation de la courbe est donnée en coordonnées polaires, on 
doit exprimer ds en fonction de ces coordonnées. Les équations 

X = r cos 9, y e= r sin 

donnent successivement 

dx = cos rfr — r sin OrfO, dy = sin ôrfr -^ r cos 9rfG, 

rfx« -♦- dy^ = rfH -H r««iÔ«, 



ds = ^dr^ + r*rfe«, ^ = t/ 



rfe« 



La géométrie conduit facilement au même résultat. 

145* Inclinaison de la tangente sur l'axe des x. — L'angle cp, que fait 

£ivec l'axe des x positifs la tangente à la courbe en un point M(x, t/), est 

donné par la formule 

dy 

£n dérivant par rapport à x, il vient 

V d<p d*y 
cos' cp dx dx^ 



.-^' 



La difrc'rcniîi'ilc ilc l'nnglc 9 esl dune 

(ftp ^ T- dr. 

On en dcdui(, cii iK'ijligcaat ud infiniment petit du second ordre par 
rapport h Ax, 

d'if 



Or, si l'on mène les uingentcs h In courlieen M,el en un point infiniment 
oisin M'(a:M- Ar, y + Aj), l'nngle infiniment petit TNT' compris entre 
ces tangentes est évidemment égal à la va- 
leur absolue de Aç: il sera donc donné par 
Ja formule préccdcnle, en négligeant des 
I termes du second ordre. A cause de cette 
circonstance, rfip est appelé l'angle de contin- 
gence de la courbe proposée. 

140. Dans un système de coordonnées 
polaires, <p est l'inelinnison de la tangente sur l'axe polaire; fi désignant 
l'angledurayonvecteuravccla tangente à la eourbe(42S),on a évidemment 
9 = fl -<- fi , (^9 = dB -»- df£. 
Or, l'équation 

dfl 
'8f = '"rf; 




lionne, dO étant pris constant, 

rffj: '/»■* — rd'r 



df^ dr'- 



dO ' "*" do 
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et enfin 

. dr* d*r 

d(p= rfe. 



dr^ 
rfO« 

Tel est l'expression de Tangle de contingence en coordonnées polaires^ 

1417. L'expression de Acp conduit à une conséquence remarquable. Soit 
rangle infiniment petit M'MT compris entre la corde MM' et la tangente 
I IVl; MT perpendiculaire sur cette tangente; on a 



en ^ 

MT_ _ 

en négligeant une quantité d'ordre supérieur à a. Or, si l'on prend pour 
un moment la tangente MT pour axe des x, on aura, au point M, 

.,=0, 4-«, i. = H.. A, = M..= ^g, 

^^ appliquant la formule de Taylor et négligeant les infiniment petits du 
^"^^ crdre. Il vient donc 



Ax rf*y 



^^ ^omme l'expression de Acp devient ici j^^^» ^^ ^> ^^^ infiniment petits 
^^ second ordre près, 



1 . ^ i 



a = - Acp, angle M'MT = - angle TJVT' ; 

^ ^ •^c, t angle compris entre la corde d'un arc infiniment petit et la tangente 
^^ origine de cet arc, est la moitié de l'angle des tangentes extrêmes, en 
^S^iigeant une quantité infiniment petite par rapport à ces angles. 

Exercices. 

^ ^ . Montrer, en partant de la formule du N<^ 1^, que la différeiice entre un arc infi- 
*^^cnt petit et sa corde est du troisième ordre, par rapport à Parc. 
^ . L'équation de la chaînette étant 

P**Otjver que l'on a 

ads = ydx = dS, 



et que, par suile, faire tompriu tnlrt deux ordonnéa giieltongueg ett égaU à ttUt its 
rectangle coïutr%it lUr l'art Ivrmini à et» ordoiutieif it tnr l'ordanmit à l'origine, a. 
Uontrer que, dîna celte même courbe, !■> on a l«s relations 



«=otg?, 



r«re I étiDt compté du point le plut bas de la courbe; 2° si du pied de l'ordonnce o 
abiiue une perpendiculaire sur la tangente, cette perpendiculaire a udo longueur eoi 
stante a, et sa distance au point de contact est égale à l'arc f. 
S. Dans la cycloîde, on a 



o(«- 



.), y = -{i- 




conduisentl eelles-ci : 



On CD déduit 

d'où il suit que l'arc MD de la ey- 
cloide, compté du vtmmtt D, at dou- 
ble de ta cordt MB rfant le cercle 
générateur. 

4. Chercher la différentielle de, 

H. Les équations (eb. XIII, § I, ex. i) 

,-x)d'g. 



r désigOBot te rayon i 



dj/t dxd^y 

2b —j:™ d," '^ 



lé de l'origine au point de tangence(a:,y).OD a donc 

Etablir géométriquement cette équation. 

■. On conslrait deui ellipses dont les êtes, comcidant en direction, sont respective- 
ment Sia, 26 pour l'une; 3|/aïj t\/bk pour l'autre, le rapport £ étant quelconque. 

Soient S l'aire décrite dans la première par le rayon vecteur mené du centre, ;>' l'in- 
clinaison, sur [e grand axe, de la tangente à la seconde au point où elle est coupée par ce 



= ^ttbdfi. 



déduire l'aire de l'ellipse. 

i. Trouver la différentielle de 1' 



le ovale de Ocfcarfei 



R. On trouve, réduclions faites, 






CHAPITRE XVir. 

DE LA COURBURE, ET DES DÉVELOPPÉES DES COURBES PLANES. 

148. Si l'on mène les tangentes aux extrémités d'un are convexe MM', 
l'angle THT', compris entre les directions de ces tangentes prolongées dans 
le même sens, se nomme la courbure de l'arc JUIH'. 

Lorsque l'on prend sur une courbe, à partir d'un point donne M , un 
»rc de longueur variable MM', le rapport de la courbure de cet arc a sh 
longueur, savoir 

angle THT' 
arc MM' 
Variera généralement avec la longueur de l'arc, cl si le point M' se rap- 
proche indéfiniment du pointH, ce rapport de deux infinimcntpetits tendi-a 
Vers une limite déterminée : c'est cette limite que 
l'on appelle la courbure de la courbe proposée au 
point M. 

Dansie cercle, la courbure est constanle et égale 
& l'unilé divisée par le raj'on, car l'angle THT'est 
^KAl A l'angle au centre qui répond ii l'arc MM', 
*^et Bi^ est le produit de l'angle au centre par le | 




cHM' 
^^ limite, est donc constant et égal k l'inverse du ' 
'"^yon du cercle. Cest pour cette raison que, afin de'sc figurer plus neltc- 
^''ent la courbure en un point M d'une courbe quelconque, courbure géné- 
•■«lement vaHable avec la position de ce point, on la compare à celle du 
*^®*^le, en assignant le raj'on R d'un cercle qui aurait en tous ses points 
*itte courbure égale à celle de la courbe donnée au point M. Ce rayon R 
^ appelle le rayon de courbure de la courbe au point donné. 

X^our trouver son expression, il suffit d'observer que la courbure de ce 
„ 1 , ,.■ angle TNT' 

'^cpcie étant - > celle de la courbe au point M est égale a «m — ■ „„, ■ > 

**Q a donc 

,. angle TNT' 
= '"» „.., • 

arc MM 



\ 
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D'autre part, on sait (145) que angle TNT' =dbA9, et Tare MM' n'est 
autre chose que A« ; donc, il vient 

^ ' R As ds 

ce qui est une première expression de la courbure. On prendra le signe 
supérieur ou le signe inférieur de manière à obtenir pour R, qui est une 
quantité absolue, une expression positive. 

140. L'équation de la courbe étant donnée en coordonnées rectangu- 
laires, on a (i45, 144) 



donc 



(II) R = =b 



(i . ^x^¥ 



dx* 



Cette formule suppose dx constant : si x et t/ étaient exprimés en fonc- 
tion d'une môme variable indépendante, on aurait, en transformant l'équa- 
tion précédente» 

(dx« -♦- dt/«)« 
^ . dxd'^y — dyd^x 

EnGn, si l'équation de la courbe est donnée en coordonnées polaires, iL 
suffira de remplacer, dans la formule (I), dcp et d$ par leurs expressions 
dans ce système de coordonnées (146, 144), et l'on trouvera 

(-1)1 

(IV) R = ± — ^^ ^ • 

^ ' , dr* dh' 

r -H 2 r — 

Il résulte de l'équation (11) que, en un point d'inflexion où d*y est nul^ 
le rayon de courbure est infini : celte remarque peut être utilisée pour 
trouver les points d'inflexion d'une courbe, lorsque son équation est données 
en coordonnées polaires, et que l'on a formé l'expression de son rayon d^ 
courbure. 

150* On peut encore donner une expression géométrique, souvent 
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\ft ^ fie, du rayon de courbure. Du point M', abaissons M'P perpendiculaire 
sux r la tangente MT : nous aurons, d'après ce qui a été établi précédemment, 

angle M'MT = I angle TJVr, angle M'MT=^, 

er^ négligeant des quantités infiniment petites par rapport à Fangle M'MT. 
t>e même, l'arc MM', sa corde MM', et la projection MP de celle-ci sur la 
tangente, ayant pour limite de leur rapport Tunité, peuvent être substi- 
tués l'un à Fautre. On a donc, rigoureusement, 

1 ,. angle TNT' ,. 2(angleM'MT) ,. 2M'P 

— = um ,,„, =«m -— = lim ^ 

R arc MM' MP ^« 

d'où 

MP* 

On peut se servir de cette formule pour construire, par approximation, 
le rayon de courbure d'une courbe donnée graphiquement. 

^Sl. A partir du point donné M, on porte sur la normale, dans le sens 
^^ la courbe tourne sa concavité, une longueur MZ égale au rayon de 
courbure; le point Z, ainsi obtenu, est le centre de courbure au point M, 
^t le cercle décrit du centre Z avec le rayon MZ est le cercle de courbure : 
il est visible qu'il est tangent en M à la courbe donnée. 

Xe centre de courbure coïncide avec la limite du point de rencontre de 
^^ normale au point considéré, et de la normale en un point infiniment 
'^oisifi. Soient, en effet, MQ, M'Q deux normales infiniment voisines, se 
coupg^t au point Q : le triangle MQM' nous donne la relation 

MQ=sin MM'Q • . ™ ,,, > 
^ ^ sinMQM' 

l^a direction MM' ayant pour limite celle de la tangente en M, l'angle 
^M'Q a pour limite un angle droit ; la corde MM' peut être remplacée 
par papc MM'; sinMQM' peut être remplacé par l'angle MQM', ou par 
son égal TNT';. on a donc, quand le point M' se rapproche indéfiniment 
^^ point M, 

f. m,^ ». arc MM' 
lim MQ = hm — , ^^,^, = R = MZ. 
^ angle TNT' 

D'ailleurs, le point de rencontre des normales est évidemment, par 
^'^pport au point M, du côté où la courbe tourne sa concavité; donc le 
^^ÎQt Q, à la limite, se confond avec le centre de courbure Z. 
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On voit CD outre facilement que la différcnec des longueurs des nor- 
nidles HQ, H'Q, jusqu'à leur point de rencontre, est infiniment petite pir 
rapport ii MM' : il suffit de projeter le point M' sur HQ, en H<. Le triangle 
AIMiM' Tiilt voir que HMi est du second ordre; M<Q ne diffère de M'Q que 
d'une quDnttt<! infiniment petite par rapport k l'angle en Q (3C), qui est du 
aiéiuc ordre que NH' ; donc, etc. 

t&%. Un oppclle cercle oaculateur, en un point M d'une courbe plane, 
lerercle limite de celui qui passeparcepoinl, et pnrdeux autres points M', 
M" de la courbe, qui se rapprochent indéfiniment du point H. Nous allons 
prouver que ce cercle limite existe, c( n'est aolre 
I que le cercle de courbure. 

Elevons, sur les cordes MM', M'M", les perpén- 

J diculaircs MS,M"S, se coupant en S : le cercle décrit 

I sur M'S comme diamètre passera par les points H, 

M". Menons les tangentes MT, M'T', M'T" ii !» 

I courbe, en ces points: ces tangentes se couperont 

dcux-à-deux en trois points P, Q, R. Soit enfin M'K. 

le prolongement de la corde MM', et a l'nrc de cercle 

: faut pas confondre avec l'arc de courbe). Nous auront 

= ^- 2nnglcMSM" = M'S»ngleKM'M", 




WM'M" {qu'il I 



d'où 



angle KM'H" 
Mais, d'auti-e pari, en appliquant le théorème du numéro 147, noU^ 
avons 

angle KM'M"= angle KMT' -t- angle T'MM"= angle PM'M + angle T'M'lH" 
= -anglcRPQ+^angleT'QT"=î{angleRPQ+angleKQP)=langIcTRr" 

l'erreur commise étant infiniment petite par rapport à l'angle KM'M'. £<■ 
outre, l'orc i de rayon fini, et l'arc de courbe MM", ayant mêmes extré' 
mités, leur rapport a pour limite l'unité. On a donc 

arc MM" „ ,. ._ arc MM" 



tint M'S = tim j 



= 2 lim 



- angle TBT' 



angle TRT' 



= 2R, 



R désignant toujours le rayon de courbure en M. 
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EnGn, l'angle MM'S, complément de l'angle infiniment petit MSM', 
ayant pour limite un angle droit, le diamètre M'S se rapproche indéfini- 
ment d'une perpendiculaire en M à la tangente MT, c'est-à-dire de la nor- 
male en M. Le cercle MM'M" a donc pour limite un cercle égal au cercle 
de courbure, tangent comme lui en M à la courbe, et placé du même côté 
de la tangente : le cercle osculateur coïncide donc avec le cercle de courbure. 

On trouverait le même cercle en cherchant la limite du cercle tangent 
en M à la courbe, et passant par un point infiniment voisin M'. 

1M. Pour déterminer les coordonnées (a, |3) du centre de courbure Z, 
correspondant à un point M (x, y) sur une courbe donnée, on exprimera 
d'abord que la distance MZ est égale au rayon de courbure, ce qui donnera 
régaation 

£n second lieu, le point Z étant sur la normale à la courbe au point M, 
ses coordonnées (a, (3) doivent vérifier l'équation 

de cette normale, d'où la relation 

(2) (x_«)+(y_P)^ = 0. 

Bu remplaçant dans l'équation (i), R par son expression connue, on 
aur<% deux équations qui feront connaître a et (3. Éliminant (x — a) entre 
ces équations, on trouve d'abord 



(i ^ ^ Y 

\dx^) 

dy* 
Supprimant le facteur 1 h- -^ » prenant les racines carrées des deux 

rocmbreg^ et observant que y — P doit être désigne contraire à -^j 

puisque le centre de courbure Z est, par rapport au point M, du côté où 
la courbe tourne sa concavité, on aura l'équation 

dx* 
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de laquelle on tire immcdiatemcn (3; a sera eonnu par ]*équation (â). On 
peut écrire Tcquation précédente sous la forme 

(3) ,^^.(,_P,^-0, 

qui nous sera utile par la suite. 

154. Le point M se déplaçant sur la courbe donnée, le centre de cour- 
bure Z se déplace en même temps; y^ a, {3, R sont alors des fonctioQS, 
généralement continues, de la variable x, définies par les équations (1), 
(2) et (3), et par Féquation de la courbe. Le lieu du centre de courbure Z 
est donc une certaine courbe, que l'on nomme la développée de la courbe 
proposée ; celle-ci prend, réciproquement, le nom de développante. 

La développée jouit de propriétés remarquables. Pour les démontrer, 
différentions les équations (1) et (2) en observant que t/, a, |3, R dépendent 
de X : la seconde nous donne 



ce qui se réduit, par Féquation (o), à 



(4) rf« -. rf(3 ^^ 

De la première nous tirons 



^ = 0. 



('-«)0-ë)*'-<i-i)=»s 

ce qui se réduit, par l'équation (2), à 

(5) (x — a) rfa H- (t/ - P)dp = - RdR. 

Enfin, les équations (2) et (4) combinées donnent 



da ^ d(3 rfa«-4-rfp« |/da« -*- d^* 

et celte dernière égalité se réduit, par les équations (1) et (5), à 

-- RrfR = i R /(/a* -♦- rf(3«, 
ou bien 

(6) dR = =p ]/da} -♦- rf(B^ 
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L'équation (4), mise sous la forme 

c/p _(lx 
d(x djj 

nous apprend que la tangente en Z à la développée, dont le coeflicient 

d& 
angulaire est-j^» est perpendiculaire à la tangente à la courbe en M, et 

comme Z est un point de la normale, celle-ci coïncide avec la tangente 
à la développée. Donc ta normale à la courbe en un points tbucKe la 
développée au centre de courbure qui correspond à ce point. 

£a second lieu, si Ton nomme v l'arc de la développée, compté à 
partir d'un point fixe, sa différentielle drr sera, comme on sait, exprimée 

par j/da'-H(ip*; si, de plus, on suppose cet arc compté positivement dans 
ie sens où le rayon R va en croissant, la formule (6) nous donnera 

rfR = rfd, 
(i'où (31), C étant une constante, 

Rc=or-t-C. 

Si donc R', R" représentent deux rayons de courbure quelconques de la 
développante, rr' et </' les arcs de développée qui se terminent à ces deux 
ï^yons respectivement, nous aurons 

R" — R' = d" — d', 

c'est-à-dire que la longueur d'un arc fini de la développée est égale à la 
àiff^érence des rayons de courbure de la développante, tangents à «es extré- 
mités. 

Cette propriété suppose, bien entendu, que dR et d(T restent de môme 
signe sur toute l'étendue de l'arc, c'est-à-dire que le rayon de courbure R 
>^aric toujours dans le même sens entre les limites R' et R". 

155. Le théorème précédent conduit à une conséquence importante. 
Concevons qu'un fil flexible, inextensible et sans épaisseur soit appliqué 
sur la développée, et s'en détache tangenticllement en un point Z pour 
>^enir se terminer en M, sur la développante. Imaginons ensuite que l'on 
détache successivement ce fil de la développée, en le tenant toujours 
t'indu : l'accroissemeut que prend la portion rectiligne du fil, de la posi- 
tion MZ à une autre quelconque M'Z', est évidemment égal à l'arc ZZ' de 
ia développée, ou à l'accroissement correspondant du rayon R; M'Z' sera 
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«lone encore ègnl au rajon de coui-bure qui louche la développée en Z', 

tlWi il gui(qiie/e;>om<M, exlrimilé du fil,déerit la développante. 
Ce mode de généralioii de la développante p«nnel de prouver que Le 

cercle de courbure relnlif k un pulnl de celte courbe, traverse géoérale- 

iticnt la courbe en môme temps qu'il la Icucbc. 
Considérons trois rayons de courbure infiniment voisins MZ, H'Z', N'^", 
I cl joignons M et !M" an point Z', centre de courbure 
I correspondant au point M'. En vertu du théorème ci- 
I dessus, on aura, dans les triangles HZZ', BfZ'Z", les 
I relations 




M'Z' = MZ •♦- are ZZ' > MZ -h ZZ'> BCZ', 
Jl Z' = M"Z'' — arc Z'Z" < M"Z" — Z'Z" < M"Z'. 
Donc le cercle décrit du centre Z' avec le rayon M'Z', c'est-i-dire le 
cercle de courbure icltitir an point M', coupe la droite Z'H au-delà du 
point M, et de la droite Z'M" en deçà du point M"; il traverse donc en H' 
In courbe proposée. 

1S8. Poui' trouver l'équation de la développée d'une courbe donnée 
I-(T,y)-0, 
on substituera d'abord dans les équations (2) cl (3) les valeurs de 
-y et de -~ cnrcly, tiréesdc l'équation de iacoUrbe;ensuite,on élimi- 
nera X et y entre ces équations et celle de la courbe : l'équation résultante 
cnlFC aelfi sera l'cquntion de lu développée. 

Réciproquement, si l'équation de la développée 

r(«,P)-o 

cliiit donnée, et que l'on voulut remonter à celle de la développante, on 

tirerait d'abord de cette équation la valeur de ~t et on la porterait dans 

l'équation (4). Éliniinant ensuite a et |3 entre cette équation, l'équation 
(S) et celle de )a développée, on obtiendrait une relnlion entre x, y 

et y- j qui serait Véqualiou di/férmtielte de la dévcluppantt.'. Le calcul inté- 
gral sera nécessaire pour passer de cette équation à l'cqualion entre x et 
y seulement : nous verrons par la suite que celte dernière renfermera 
nécessairement une constante arbitraire, et donnera conséquemment une 



infinité tic développantes, pour une mâmc développée. Cceî s'accorde avce 
les conséquences que l'on déduit du mode de génération de la développante, 
ik l'aide d'un fil enroule sur ia développée, exposé au numéro précédent. 

ISÎ. AppticatiotiB des théorien précédentfs. — I. Coniques en général. 
L'équalion des coniques, l'origine étant h un foyer F cl l'axe des x dirigé 
suivant l'axe focal de la courbe, prend la fornie 

I,«=p« + 2p£X — (1 —!*)«», 

p désignant le demi -para m être, t le rapport des distances d'un point quel- 
conque au foyer et i la directrice voisine. On tire de celte équation, suc- 
cessive ment, 

d'un autre côté, si l'on désigne par N la longueur de la normale, on voit 
facilement (121) que l'expression générale du rayon de courbure peut 
s'écrire sous la forme 

R = ±-^; 

•'^dx* 
conséqucmment, on aura, dans le cas actuel, 

""/•' ' 

Dans Us coniques, le rayon de courbure est égal au cube de la normale, 
divisé par le carré du demi-paramètre. 

Projetons la normale HN sur le rayon vecleur FM, en HG; soient r;=MF, 
y l'angle FMN compris entre le rayon vecteur et 
la normale^ Nous Irouvei-ons, par l'équation de ]n 
courbe, 

r :=p+ïr, FN>=x-4-y-p =^t(p+îx) = tr, 

FG = FM eos NFG = sr cos MFH = ex, 
et enfin 

MG = N eos y = MF — FG = »■ — £1 = p. 

La projection de la normale sur le rayon vecteur mené du foyer est donc 
constante et égale au demi-paramètre. 

On conclut de la relation Ncosj'=p, queR peut être écrit sous la forme 

R-4-, 
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expression qui conduit h la construction suivante du centre de courbui— — 
dans les coniques : on mène au point M, que l'on considère, le rayon ve 
tcur et la normale ; par le point N, où celle-ci rencontre Taxe de la courb 
on lui élève une perpendiculaire NH qui coupe le rayon vecteur en H; 
perpendiculaire HZ au rayon vecteur coupera la normale au centre 
courbure Z. 

158. II. Parabole. — Cette courbe correspond au cas où es=i dan&. He 

problème précédent. On a donc 

y* = p«.2px, ^ = P, ?? = -?-!, 
^ '^ ' ' dx y dx* y» 

d*où 



R = 



P» 



Pour trouver Téquation de la développée, on éliminera x ei y en», '^^■re 
réquation de la courbe et les équations 

(x-«) + (y-(3)? = 0, i+^;_(y_(3)e! = 0; 
la dernière donne 

y = -P'p''; 

la première 

Sp V* ^ ^ ûc — 2p 

^ y P ^ ' 3 

et en substituant dans Téquation de la courbe, il vient 

pl_ 2a-p 

3p' 
pour l'équation de la développée de la parabole. Celte courbe, symétf :»^"e 
par rapport à l'axe de la parabole, présente un rebroussement de prei»-* "■^''^ 



espèce au point i a — -? 


|i-U 


1 






159. Ellipse. On a ici 










X* y* 

a» ^ 6' ^ ' 


dy 
dx 




d*y 
dx* 


b* 



«=-"£•^0' 
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Or, si l'on désigne pai* c rexcentricité de l'ellipse, par r et r' les rayons 
vecteurs menés des foyers de l'ellipse au point (x, y), et par P la distance 
du centre h la tangente en ce point, on trouve 

. / cx\ / cx\ / , c«x»\ , , b*x* oV **** 



-(:-;h;> ««-(^r 



d'où 

R = - 



Le rayon de courbure est une quatrième proportionnelle à la perpendi- 
culaire du centre sur la tangente, et aux rayons vecteurs menés des foyers 
au point donné. 

Les équations (2) et (5) sont ici 



(x_«) - (y - S) V^ = 0, 1 -♦- î^- (y - fi) ~- = 0; 



d'où 



^Zlf y-P x» y^ x« 1 / x^\ y' i / y«\ 
6«x a«y a* 6*"^o* 6« V «V 6* a« \ 6»/ 



On tire de ces égalités, d'abord, 



a . X* fc'x* a a* — 6* . 

i ^i rH T-î OU - = X', 

X a* o* X a* 



d'oà, enfin, 



- =. /"—Y ' 



et de même 



?=-(^) 



Substituant ces valeurs dans l'équation de l'ellipse, et posant, pour 
abréger. 



a 



on trouvera pour l'équation de la développée 



19 
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Cutic courbe, symûlrique par rappprt uux nxcs de l'cllipsC) présente 
qualre rcbroussemetils ilc première espèce qui répondent aux sommeU de 
I l'ellipse. Les rujuns de courbure de l'ellipse, aux 
I sommets du grand cl du petit axe, ont respccii- 

vemcnl pour valeurs ~> -j- ; leur différence 

a' — 6* 
ab 

mesure donc (i!)il la longueur de l'arc correspondant A|B| de la déve- 
loppée, ou le qnai'I du périmètre de cette courbe. 

1M, ffypfrbole ■■ — — J7 =™ ' J ealculs analogues, sauf remplaccmerl 

de b' par — fi*; l'cxpi'cssion du rayon de rourburc rsl la nii'me; l'équalton 
de la développée est 




e^(i^* 



161. Ofdiiïik. — Des équations 

X = o (« — sin ûi), y = a{\ — cos w), 
on déduit Tncilemcnt 

<b=9asin — ffu. 
z 

On sait aussi que In tuiigcnte MB à la cycloïdc passe par l'cxtrcniilé Bda 
diamètre AC, en sorte que l'angle 9 qu'elle Tait avec l'axe des x est le com- 
plément de l'angle MBC, d'où 

jr— M rfw 

donc cnrm 

ds û» 

R = ± -;- = 4a sin -• 

Mais la longueur N de la normale HA est égale à 2a sin - ; donc 
Le myon de courbure de la cycloïde est do^ihle de ta normale. 



Cftlc propricU: permet de trouver la développée sans calcul. Construi- 
sons le cercle AZff, cgal au eercle générateur AMB et le touchant au point 
A; le diamèlrc AC'lt'; la 
droite ffD' parallèle à la 
base de la cycloïde; et le 
poinl Ef, projection sur cette 
parallèle du milieu E de la 
base. La normale HA pro- 
longée coupe le cercle AZB' 
en un point Z, et régalltë 
des triangles MCA , AC'Z 
montre que AZ = MA et 
que Z est, par conséquent, le centre de courbure de la cyclotde au point M, 

Op, nous avons 

OE = a;r, B D" = AE = OE — OA = air — arc AM, 




are ffZ = ott — arc AZ = a 



eAM = B'D', 



il'uù il suit que si le cercle AZB' roule sur la droite B'D' sans glisser, dans 
le sens D'B', le point de la circonférence qui coïncidait au départ avec D' 
coïncidera à chaque instant avec le centre de courbure Z, et décrira la 
développée de la cycloïde. Celle développée n'esl donc, autre chose qu'une 
cycloïde égale à la proposée, et qui se confondrait avec elle si on lu déplaçait 
d'une quantité 2a dans le sens des y positifs, et d'une quantité an dans 
le sens des x positifs ou négatifs : les abscisses qui correspondent aux 
sommets de l'une, répondent aux rebrousse me nts de l'autre. 

Le calcul conduit a la même conséquenec : on tire en effet, par la diffé- 
rentiation, des équations de la cycloïde, 

dy sin u d'y I 

du i — cos &> dx' 
et par suite, 



Posant 



a trouve 



«(w + sinw), |3 = - 



P=y- 



cos &))* 



.a{«'-siii«'}, y^mi-eosc'), 
équations qui représentent une cycloïde égale k la cycloïde primitive. 

A l'origine 0, le rayon de courbure de la cycloïde est nul; au sommet 
0, il est égal à 2D£ ou 4a; l'arc OZiy du la développée, ou son égal OSID 
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de ]a cycloîde primitive, a doDc pour loDgueur (154) deux fols le diamètre 
du cercle générateur. 

169. Spirale logarithmique. — De l'équation de cette courbe 



r = aer^f 



on tire 



dr rf*r / 

•^ = mr, •^^=m*r, R = r|/4-*-m«. 



Mais on a déjà vu (chap. XIII, § S, ex. 5) que, dans cette courbe, la 

longueur N de la normale polaire est aussi égale à r [/i •+- m* ; le centre 
de courbure est donc au point de rencontre N de la normale et d'une 
perpendiculaire au rayon vecteur OM menée par le pôle. 

D'après cela, si l'on désigne par r', 0' les coordonnées de ce centre, on 
aura évidemment 

r' = ON = Sn = wr, e'=^-+-0, 
et en éliminant r et 9 entre ces équations et celle de la courbe, 

r'zrsfnae * ; 

cette équation^ qui est celle de la développée de la spirale^ représente une 
spirale égale à la première ^ car on peut, en déplaçant l'axe polaire ^ 
augmenter l'angle 6' d'une quantité a^ telle que l'on ait 

mae * =4. 

On conclut de cette propriété que la spirale proposée est elle-même la 
développée d'une spirale égale, dont le rayon de courbure est MT; d'où 
il suit qu'un arc quelconque de cette courbe est égal à la différence des lon- 
gueurs des tangentes polaires qui répondent à ses extrémités. 



Exercices. 

1 . Démontrer les formules 

R, rayon de courbnre; ^, inclinaison de la tangente sur Taxe des se; r, P, distances de 
Porigine au point de contact et à la tangente. 
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S. Rayon de courbure de la chaînette (cli. XVI, ex. 2) : 



a ces* f 

t. Calculer, par la formule (V), le rayon de courbure au sommet de la courbe 



4. Rayon de courbure de la courbe 
On trouve 



R= ^ <"**>* 



w— 1 (xy) 



a*m "*" f,Èm J 



Soient T, T' les segments de la tangente entre le point de contact et les axes OX, OY 
respectivement, P la distance de Porigine à la tangente : on aura 

TT' 
(m~l)R = -^, 

ce qui fournit une construction facile. 

ft. Trouver le rayon de courbure R' de la développée de Pellipse. — Appliquant la 
formule de Texemple précédent à Téquation du n» 159, on a 

R'-3Lfi.(A'«»-+-B5^5J«. 
(AB)5 
On peut exprimer R' en fonction des coordonnées (x, y) du point correspondant de 
^'ol iipse, au moyen des relations 

^ ^ tant le rayon de courbure de Tellipse au point (a;, y). 

^^ient T^ N les segments compris entre les axes de i*ellipse, sur la tangente et la nor- 
ï^ 5^ ie respectivement. On trouvera 

T_a«6» R_l T 

N~"c»Jîy' R'~"3N* 
^ft. Chercher le rayon de courbure de la podaire d*une courbe donnée, par rapport à 
^*^ point (ch. XIII, ex. ^; ch. XVI, ex. ^). — Conservant les notations ordinaires, et 
attectant de l*indice 1 celles qui se rapportent à la podaire, on a 

ds^ = rd<^j ç>, = 2? — e — - > 

i. -_? _ R sin /x 2 Rr^ 
Rj r r* r r^ 



ient 
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V. Les équations 

I ^ — I - I -' — I 

>•/« — €«"" ' ^«^^« — c«~ * 

c étant donné ; >, /t étant des paramètres arbitraires qui satisfont à la condition À'>e*>/ui*, 
représentent respectivement une infinité d*cllipses et d*hyperboles qui ont mémos 
foyers. Par un point quelconque (x, y) passent une ellipse X et une hyperbole /a qui se 
coupent à angle droit. Exprimer les rayons de courbure R^, R de ces deux courbes eu 
ce point, en fonction des paramètres > et ju, et prouver que le centre de courbure de Tune 
est le pôle de sa tangente au point (x, y), par rapport à Tautre. — On a 

H. Hayon de courbure et développée de la courbe 

1 î 1 

— On a d*abord 

R==3(axy)5, P = (aa5y)5, R»3P, 

ce qui permet de construire facilement le centre de courbure. 
Ce point est déterminé par les équations 

X — « = — Soî'y', y — ^=: — 5*'y', 
d*uù 

a-*-j9=(aj5-4-y') , a — ^ = («5— y s) , 
d*où réquation de la développée 

9 * 1 

(a H- i9) * H- (a — ^) 5 = 2o5 . 

•. Cissotde : y* (2a — a?) — ac* = 0. 

— On a 

ol/a5(8a — 3*)' 

3(2a— a?)* ' ^ ^ 

!•. Lemniscate : r* = a' cos 29. 

— On trouvera, N étant la normale polaire, 



et pour les coordonnées (a, j3) du centre de courbure 

2a« cos«0 2«* sin'O 

3--r-' "=-5 



la développée est 



(«i_-^95)(«'-*-^^) = (^j 
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111 

11. Rayon de courbure de la podaii'C de la courbe x^^-^s— .^s^ par rapport à 
roriginc. 

— L'équation de cette podaire, en coordonnées polaires, est 

a . « « (a«— 3H)« 

r=-sm2e; on a R= ^-j— ^. 

it. Démontrer que si Pon mène d*un point donné (a, p) la droite la plus courte ou 
la plus longue vers une courbe donnée, cette droite est normale à la courbe, et sa lon- 
gueur est un maximum ou un minimum, selon que le point (a, ^) est situé, sur cette 
normale, en deçà ou au-delà du centre de courbure correspondant. 

IS. Trouver le rayon de courbure en un point singulier de la courbe F (x, y) = 0. 

Conservant les notations des n^* 13i et suivants, on a, pour le rayon de courbure en 
un point (o, 6), 

R_ P _ H H 

2(e~a)"'2f(a) d«F , «rf*F . d*F . ' 

-— i cos" a -♦- 2 -— - sm a COS a -♦- —r- sm* a 
da' dodo dtr 

En un point singulier, H=rO, et Péquation qui détermine les directions des tangentes 
est f(a) = 0. On trouve alors 

Si (a, b) est un point de rebroussement de première espèce, r(a) est nul, R = 0. Si 
le rebroussement est de seconde espèce, on a, en outre, f, (a) = 0, et les rayons de 
courbure des deux branches, au point singulier, sont les racines de Péquation 

2f,(a) 8f»(a) 



CHAPITRE XVIII. 

DU CONTACT DES COURBES, ET DES COURBES OSCULATRICES. 

168. Soient (A) et (B) deux courbes planes, ayant respectivement pour 
équations, par rapport à un système cPaxes rectangulaires ou obliques, 

y = f (x), y] = 9 il). 

Soit M (x, y) un point de la courbe (A); si la courbe (B) passe par ce 
point, pour ^=x on aura Y^=y. A partir du point M, donnons à Tabscissc 
un accroissement infiniment petijt h , de signe quelconque : la différence 
des ordonnées y' et /]', qui répondent à Tabscisse x-^-h dans les courbes (A) 




ci (B), sera généralement un infiniment petit de tnfime ordre que h, et l'on 
aura, Adcsignani udc quantité finie diOëreotc de zéro, 

lim^^ = k. 

On dit nlors que les courbes (A) et (B) se coupent au point H. 
Hais si la différencey — q' était du second ordre, par rapport à A, les 
deux courbes auraient au point H un confacltfu^iremter ordre; si elle était 
■ du troisième, le contact serait du second ordre; et, 
I en général, on dît que deux courbe» (A) et (B) ont, 
tn pointMjuntanlact de Tordre n, lorsque la dif- 
I férence de leurs ordonnées correspondantes à une 
I même abscisse, dans le voisinage du point H, ait de 
I l'ordre n + i, par rapport à l'accroissement de l'abs- 
e à partir de ce point. 
Tout cela suppose essentiellement que l'axe des y ne soit pas parallèle à 
la tangente ù l'une des courbes (A) ou (B) au point M, ce qui changerait 
l'ordre infinitésimal des accroissements de y ou de r). 

Ce cas excepte, on voit sans peine que l'ordre du contact ne dépend pas, 
en réalité, du choix des axes, et que la définition exprime une propriété 
indépendante de leur direction. Du centre M, avec un rayon infiniment 
petit, décrivons Varc de cercle M'M". L'arc MM' de ta courbe (A), et l'ac- 
croissement correspondant h de l'abscisse, sont de même ordre, car la 
sécante MM' fait avec ÔY un angle qui ne tend pas vers zéro. La différence 
ti'ii' des ordonnées des deux courbes est de même ordre que l'arc de 
cercle M'M", car, dans le triangle M^M", les angles en ft' e! en H" tendent 
vers des limites finies difféi'enlcs de zéro, et il en est de même de la limite 
dit rapport de leurs sinus. Donc l'ordre infinitésimal de y* — if par rapport 
il h, est le même que celui de l'arc M'M" par rapport à MH', il est donc 
indépendant de la direction des axes. 

Si les courbes (A) et (B) ont au point M un contact de l'ordre n, il n'est 
pas possible qu'une troisième courbe (C), ayant avec l'une d'elles en ec 
même point un contact d'ordre inférieur à h, passe entre les deux pre- 
mières. Il faudrait en cfTct pour cela que l'ordonnée de la courbe (C) 
différât moins de celle de la courbe (A), dans te voisinage du point M, que 
l'ordonnée de la courbe (B) : or, cette seconde difTércncc, étant un infini- 
ment petit d'ordre plus élevé que la première, finit toujours (SS) par 
avoir une valeur absolue plus petite. 
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164. Pour déterminer les conditions analytiques du contact d*un cer- 
tain ordre, entre deux courbes qui ont un point (x, y) commun, on obser- 
vera que la différence y' — v)' des ordonnées des courbes (A) et (B) est une 
fonction de Tabscisse qui, au point M, c'est-à-dire pour Ê=x, s'annule; 
qui, en outre, comme fonction de a: -*- A, peut être développée au moyen 
de la formule de Taylor, les dérivées étant supposées satisfaire aux 
conditions de continuité dans le voisinage du point M. On aura ainsi 

^ ^ \dx dy i'2\dx^ diy 4.2..»\dx- dl-J 



/^y _ d^\ 
\dx«+* W^'J. 



et l'on voit d'abord que y — yj' est en général du premier ordre, comme 
nous l'avons dit. Pour que y — r! soit de l'ordre w -*- i par rapport à A, 
il faut et il suffit que les coefficients des diverses puissances de h dans le 
second membre, jusqu'à l'ordre n inclusivement, soient nuls, et que le 
coefficient de A*'+* ne soit pas infiniment petit; en d'autres termes, il faut 
qtJe l'on ait, pour ? = x, */) = !/, les relations 

dr, dy d^n d*.y d''Yi d'^y rf**+'/3 ^ d'*^^y 

d|~dx' d^^d^''"' d^~dx~-' dp*"<dx^** 

Ainsi, pour que deux courbes (A) et (B) qui ont un point M commun 

* 

^ic^^t, en ce point, un contact de l'ordre n, il est nécessaire et suffisant que 
*c« eiérivées de même ordre de l'ordonnée par rapport à l'abcisse, tirées des 
^^^€xtions de ces courbes^ soient égales deux à deux jusqu'à l'ordre n 
^^^^usivement, pour la valeur de x qui répond au point commun^ et que 
les dérivées de l'ordre n -*- i soient inégales. 

^ 65. Concevons maintenant que l'on donne l'équation de la courbe (A), 

c^ Vin point M(x, y) sur cette courbe; que l'équation de la courbe (B) soit 

^^ïinée seulement de forme, et renferme un certain nombre de coefficients 

^^ paramètres indéterminés. On pourra se proposer de déterminer ces 

P^t^amètres de manière à ce que la courbe (B) passe par le point M, et ait 

^^ ce point un contact de l'ordre le plus élevé possible avec la courbe A : 

^*^c est alors, parmi les courbes de son espèce, celle que l'on nomme 

'^'^sculatrice de la courbe (A). 

I^oup satisfaire à cette condition, il faudra, d'après la théorie ci-dessus, 
^^primer que l'ordonnée et ses dérivées successives par rapport à l'abscisse, 

20 
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jusqu'à Tordre voulu, ont les mêmes valeurs dans la courbe (A) et la 
courbe (B), pour Tabscissc x du point M. On obtiendra ainsi n + i équa- 
tions, si Tordre du contact est n; il suffira donc que Téquation de la courbe 
(B) renferme n + i paramètres indëlerminës pour que Ton puisse satis- 
faire à CCS n -t- 1 équations. Et réciproquement, si Téquation de la courbe 
(B) renferme n + i paramètres arbitraires, les conditions du contact de 
Tordre n avec la courbe (A) en un point donné suffiront pour déterminer 
complètement ces n + i paramètres, et par suite la courbe (B) : la courbe 
osculatrice de l'espèce (B) aura donc, an généra], un contact de Tordre n 
avec une courbe donnée. 

166. Appliquons cette méthode h quelques exemples. 
I. Droite osculatrice. L'équation de la ligne droite 

n = al + b 

renferme deux paramètres a et 6 ; la droite pourra donc avoir un contact 
du premier ordre avec une courbe (A) donnée, en un point (x, y), et ii 
faudra pour cela satisfaire aux équations 

dri du - 

Donc 

2^ s=: ax + 6, o = -p > 

et en éliminant a et 6 entre ces équations et celle de la droite, on tombe 
sur Téquation 

qui est celle de la tangente à la courbe (A) au point donné. La tangente 
n'est donc autre chose qu'une droite osculatrice : elle a généralement un 
contact du premier ordre avec la courbe, mais l'ordre du contact peut 
s'élever en certains points particuliers. Ainsi, comme Téquation de la droite 
donne d*ri=0, les points de la courbe (A) qui satisferont à la condition 
d*ij = 0, donneront lieu à un contact du second ordre entre la courbe et 
sa tangente : on sait que les points d'inflexion sont dans ce cas. 

n. Cercle oscillateur. — L'équation du cercle en coordonnées rectan- 
gulaires 

(^-«)»-h(/)-(3)« = R«, 

renferme trois paramètres «, Çi, R, ce qui permet uu contact du second 
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ordre. DifTérentions deux fois de suite cette équation en prenant Ç pour 
variable indépendante, et substituons, dans les trois équations ainsi obte- 
nues, à ?, y), -^? -^5 respectivement les coordonnées x, y du point 

donné, el les dérivées -p» -j-^ tirées des équations de la courbe (A); 

nous trouverons, pour déterminer les paramètres a, |3, R, les équations 

(x-«)« + (y-(3)« = R«, 

IMais ces équations sont précisément (155) celles qui déterminent le centre 
et Je rayon de courbure de la courbe (A) au point (x, y): le cercle de cour- 
bt^re est donc celui qui a le contact de C ordre le plus élevé possible, avec une 
cozerbe donnée, en un point donné. 

Ce contact étant du second ordre, la différence y' — y;' est du troisième 
ordre par rapport à A, et change conséquemment de signe avec A ; il en 
résulte cette propriété déjà connue du cercle osculateur, qu'il traverse la 
courbe au point même où il la touche. 

m. Paraboles osculatrices. — La parabole de degré n, dont l'équation 

y) = a -♦- 6Ç -*- c$' -♦- ••• -♦- AÇ* 

re ■referme n + 1 paramètres indéterminés o, 6,..., pourra offrir un contact 
d'oj'dre n avec une courbe donnée (A). La détermination des paramètres 
se fait ici très simplement, en développant l'ordonnée yi suivant les puis- 
sartces de Ç — x par la formule de Taylor, et observant que les dérivées 
<^^ >? par rapport h Ç, d'ordre supérieur à n, sont toutes nulles. On a donc 

.y , dyj (^ — xY d^Yi (l — xY d«y] 

^^^t*, pour Ç = X, on doit avoir yj = y. Si l'on remplace ensuite les dérivées 
"^ ïî, qui se rapportent à l'hypothèse ?== X, par leurs valeurs (164), on 
*^ra pour l'équation de la parabole osciilatrice 

n y-i-vç *^dx 12 dx« 12..» dx- 

^^ les paramètres a, 6,.>-9 se trouveront ainsi déterminés. 
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167. Lsi théorie générale du contact des courbes suppose la continuité 
des dérivées qui figurent dans le développement de y' — j^' : elle cesserait 
d'être applicable aux points des courbes (A) et (B) où celte continuité 
n*existerait pas. L*ordrc du contact pourrait alors n'être plus un nombre 
entier. Par exemple, si l'on considère la courbe (chap. XV, § 4, ex. 6) qui 
a pour équation 

5 

au point (x = 0, y = a), on trouvera 

dx "' dx« ■" ^ 

et l'on verra sans peine que la courbe a, en ce point, avec sa tangente tî = a, 

2 
un contact de l'ordre - • Le rayon de courbure est nul. 

Exercices. 

1. Étant données une courbe, et sa tangente en un point A, on déplace chaque point 
M de la courbe, parallèlement à cette tangente, de manière que la droite qui joint le 
point déplacé M' à la projection F du point M sur la tangente fasse avec MP un angle 
constant a. Montrer que la courbe transformée a un contact du second ordre, au point A, 
avec la courbe primitive. Que faut-il pour que le contact soit du troisième ordre? 

R. Soient M(x, y); M'(a?', ^') par rapporta la tangente et à la normale en M. On a 

y'=:y- aj' = x4-y tg à; le calcul de-— > — ^ au point A, conduit au théorème 

(US uSu 

énoncé ; le contact est du 3"e ordre si d*y = 0. 

t. Si Ton détermine les n-t-i paramètres d*une courbe (B) de telle manière que la 
courbe ait n -h 1 points infiniment voisins communs avec une courbe (A), la courbe (B), 
à la limite, sera osculatrice de la courbe (A). 

S. Lorsque deux courbes ont^en un point, un contact de Tordre n, leurs développées 
premières ont un contact de Tordre n — 1, leurs développées secondes un contact de 
Tordre n — 2, et ainsi de suite. 

4. On prend sur une courbe, à partir d*un point M, un arc infiniment petit MM' =«; 
soient c la corde de cet arc, R le rayon de courbure de la courbe au point M, R' celui 
de sa développée ; ^, â les angles formes avec la tangente en M par la tangente en M' et 
la corde MM' ; T le point de concours des deux tangentes. On a 



24R» ^ 6 R' 8R« 

en négligeant tes infiniment petits d*ordre supérieur. 

6. Lorsque deux courbes ont, en un point M, un contact du second ordre, si Ton 
prend, à partir de ce point, des arcs infiniment petits égaux sur les deux courbes, la 
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droite qui joint leurs extrémités a pour projection sur la normale en M, i*infiniment 
petit du troisième ordre 

et pour projection sur la tangente, l'infinimcnt petit du quatrième ordre 

^.(R'-R.), 

R', R| étant les rayons de courbure des développées des deux courbes données. 



CHAPITRE XIX. 



DES COURBES ENVELOPPES. 



168. Une équation de la forme 

(i) F(x,y, «) = 0, 

dans laquelle a désigne un paramètre variable, représente une infinité de 
courbes, dont chacune correspond à une valeur dcterininée de ce para- 
mètre. A deux valeurs infiniment voisines a, a-{-h du paramètre, répon- 
dent deux courbes (G), (C), qui se coupent généralement en un ou plusieurs 
points. Soit Mi Tun de ces points d'intersection : h tendant vers zéro, la 
courbe (C) tend à^e confondre avec (C), et le point Mi s'approche indéfi- 
niment, sur la courbe (G), d'une position limite M. Le lieu de ces points M, 
considérés sur toutes les courbes du système (1), se nomme Cenveloppe de 
CCS courbes. 

Pour en trouver l'équation, soient (xi, y^) les coordonnées du point Mi; 
ce point appartenant h la fois aux courbes (G) et (G'), ses coordonnées 
vérifieront les équations 

F(Xi, yi, a) = 0, F(jri, yi, a + A) = , 

et par suite celle-ci 

F(^ij yi» a-*-A) — F(xi, yi, a) = 0; 
ou encore, si l'on applique une formule connue (88, IV), et si l'on désigne 
par F'ot la dérivée partielle de F par rapport h a, 

F'a(xi,yi,a + eA) = 0, 
étant compris entre et i ^ 
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Lorsque h tend vers zéro, Xi et j/i ont respectivement pour limites les 
coordonnées x ci y du point M; Oh a pour limite zéro; x et y satisfont 
donc aux équations 

(2) F(x, y, a) = 0, F'« (x, y, a) = 0. 

Ces équations conviennent aux points d'intersection de la courbe (G) 
par la courbe inflniment voisine, pris à la limite. Si donc on élimine a 
entre ces deux équations, on aura entre les coordonnées (x, y) du point M 
une équation indépendante de toute valeur particulière du paramètre a, et 
qui sera Téquation du lieu de ce point. 

L'équation de l'enveloppe s'obtient donc par Vélimination du paramètre 

a, entre l'équation F (x, y, or) =:^ des courbes du système, et sa dérivée 

rfF 

— =0 par rapport à ce paramètre. 

169. Cotte règle suppose que la fonction F (x, y, a) ne soit pas une 
fonction à détermination multiple (57, 2*'), sans quoi il pourrait se faire 
que le point d*intersection Mi correspondit, sur la courbe (C), à Tune des 
formes de la fonction; sur la courbe (C), à une autre; et dans ce cas il est 
clair que la formule du N^" 88 ne serait plus applicable. Ainsi, Tenveloppe 
d'un cercle de rayon donné a, dont le centre parcourt l'axe des y, résulte 
de l'élimination de a entre les deux équations 

dF 

F = x« -h (y - «)« — a« = 0, — = — 2 (y — a) = 0, 

ce qui donne 

x* — a* = ou X = db o ; 

elle se compose de deux droites parallèles, ce qui d'ailleurs était évident. 
Mais si l'équation du cercle variable était mise sous la forme 

y = a dr j/a* — x', 

la règle ci-dessus conduirait à l'équation absurde 1 == 0. La raison en est 
que les points d'intersection de deux cercles infiniment voisins répondent, 
sur l'un, au signe supérieur, et sur l'autre, au signe inférieur du radical : 
en égalant les valeurs de y, on a 

2 |/tt« — xi« = A, 
et à la limite h = 0, on retrouve l'équation x' — o* = 0. 

170. L'enveloppe du système de courbes (1) touche chacune des enve- 
loppées (C), au point d'intersection limite M. 
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Concevons que Ton ait tire, de Féquation F'a = 0, la valeur de a, 

a = 9 (x, y), 

et qu'on la reporte dans Téquation (1) : on aura l'équation de la courbe 
enveloppe 

dy 
et 1 on trouvera le-^ de cette courbe en différentiant totalement Téqua- 

dx 

tion précédente, d'où 

dx dydx d^\dx dydxj 

Mais — -p'est autre chose que -7- dans lequel on remplacerait a par 

cp(ar, 2/), et est, par conséquent, nul identiquement. On a donc, pour déter- 
^"lîïier le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppe, Féquation 

rfF dF dy ^ 
dx dydx 

^He ne diffère de celle qui détermine le •— d'une enveloppée (C), qui 

ox 

^oi»(>espond à une valeur déterminée du paramètre a, que par la substitu- 
^'^n de 9(x, y) à ce paramètre. Or, au point M commun à l'enveloppe et 
^ <îetle enveloppée, on a précisément 9(0?, y) = a, puisque ce point satis- 
^^^t, aux équations (2). Donc, pour ce point en particulier, la dérivée de 
^ ^i^donnée a la même valeur dans les deux courbes; les tangentes à l'en- 
veloppe et aTeriveloppée coïncident donc. 

A^oici une application de cette propriété : on sait que deux normales 
^'^fîfiiment voisines, dans une courbe donnée, se coupent en un point qui 
Pour limite le centre de courbure (151). Il suit de là que le lieu des 
centres de courbure, c'est-à-dire la développée de la courbe donnée, n'est 
^^tre chose que l'enveloppe des normales à cette courbe : elle touche 
^^Oc chacune de celles-ci, au centre de courbure correspondant, ce qui 
^ accorde avec une propriété démontrée. 

17 t. Le problème des courbes enveloppes se présente fréquemment 
^Us une forme un peu différente. 
I^'équation des courbes du système 

(3) F(x,y,«,(3) = 
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renferme deux paramètres arbitraires a et {3, entre lesquels on donne u 

relation 

(4) cp(a,l3)=0. 

Le problème est, au fond, le mcme, puisque Fèlimination du paramèlr^-^e 
(3 nous ramènerait au premier cas; mais il vaut mieux conserver ^ dan^ s 
Tcquation (3), en Ty considérant comme une fonction de a définie p{^ jc 
Féqualion (4); l'application de la règle du n° 168 conduit alors au systènm < 
d'équations 

rfF ^^^r. îf? ^^_0 

d& 
Eliminant -f 9 on obtient l'égalité 
cia 

^^^ doL d^ (/(3 c/a "" ' 

qui remplace Ja seconde des équations (2), et à laquelle doivent satisfaisre 
les coordonnées (a:, y) du point qui appartient à Tenveloppc. Elimina vnt 
ensuite a et P entre les équations (5), (4) et (5), on tombera sur Féqui si- 
tion de l'enveloppe cherchée. 

Soit, comme exemple, à trouver l'enveloppe de la courbe 

les paramètres <x, P étant liés par l'équation 

où a et 6 sont des constantes données. On aura, en appliquant la méthc^ ^e 
ci-dessus, 

0" (S) (SfO 



er (trcr-(0' 



= i. 



De là on tire facilement 



($)"'-($)'- (ir-d)' 



et par l'élimination des paramètres a, {3, 



mp mp 



pour l'équation de la courbe enveloppe. 
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Si m = 1 , la ligne mobile a pour équation 

c'est une droite qui eoupe les axes OX, OY aux distanees a et [3, respec- 
tivement, de Forigine. Soient, en outre, 6 = o, p = 2; l'équation 

a« -+- P« = a« 

nous apprend que la portion de cette droite comprise entre les axes rectan- 
gulaires a une longueur constante a. L'enveloppe de cette droite mobile 
sera la courbe 



t 



on reconnait facilement que c'est une èpicycloïde engendrée par un point 

a 
de la circonférence d'un cercle de rayon r > roulant intérieurement sur 

4 

un cercle de rayon o. 

Dans le cas où m = 2, p=2, la courbe variable est une ellipse dont 
les demi-axes a, (3 satisfont à la condition 

a} fi« , 

l'enveloppe se compose de quatre droites comprises dans l'équation 

db-dif = 1. 
a 6 

179. L'équation d'une droite mobile renferme deux paramètres varia- 
bles a et P : une équation entre ces paramètres déterminera donc, d'après 
ce qui précède, la courbe qui est l'enveloppe des positions successives de 
la droite. Toute courbe pouvant être considérée comme l'enveloppe de ses 
tangentes, sera, dans ce système de coordonnées tangentielles^ représentée 
par une équation entre les paramètres a, j3 d'une tangente quelconque. 

Exemple : La droite mobile ayant pour équation 

ax-4-(3y-i-1 =0, 
avec la relation 

A(S« -^ Ba|3 + Ca* -+- DP -4- Ea -V- F = 0, 

on sera conduit aux égalités 

X y 1 

2Ca-+-Bp-i-E "" 2A(3 H- Ba -^ D "" D(3 + Ea H- 2F ■ 

Les valeurs de a et p, déduites de ces équations, étant du premier degré 
en X et y, l'enveloppe sera une courbe du second ordre. 
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Exercices. 

1 . Deux points A et B étant donnés respectivement sur deux axes OX et OY, une 
droite mobile coupe ces axes en deux points M et N qui satisfont à la relation 

AM : MO = ON : NB. 

Trouver l'enveloppe de cette droite. 

R. Soient 0A = a, 0B = 6, 0M=:«, 0N = ^. On a 

a j3 a 

cas particulier du problème N<> 171. L'enveloppe est la parabole 



(S)Hy"- 



t. Un angle constant A tourne autour de son sommet flxe A; ses côtés coupent une 
droite donnée PQ en deux points B et C. Quelle est Penveloppe du cercle circonscrit au 
triangle ÂBC. 

R. Soit a la perpendiculaire du point A sur la droite PQ. Cette perpendiculaire étant 
prise pour axe des x, Paxe des y étant la parallèle à PQ menée par le point A, Tenve- 
loppe a pour équation 

elle se compose du point A et d'un cercle dont le centre et le rayon sont faciles à trouver. 
(Ce problème peut se résoudre très-simplement par la géométrie). 
S. Enveloppe de la courbe 



0)"<0"=" 



la relation entre les paramètres étant 

R. On trouve pour Téquation de la courbe enveloppe 

, (wp)v (mq)^ 
g^Pytnnq -- Il _IJ2 — LJLi . 

{np -i- mqy*P-^^ 

Si p = q, c'est une hyperbole (ou un système de deux hyperboles) dont les as3rmptotes 
coïncident avec les axes coordonnés. 

4. Si, dans le problème du N» 17i, on désigne respectivement par p et R les rayons 
de courbure d'une enveloppée et de l'enveloppe, au point où elles se touchent, on a la 
relation 

ym-^p J 
ft. L'enveloppe de la droite mobile y = aa;-t-p étant représentée par une équation 



entre a et ^, le rayon de courbure de celte courbe a pour expression 

dor 

e. La caustique par réflexion d*une courbe (G) par rapport à un point A(') est la 
développée de la podaire, par rapport à ce même point, de la courbe qu*on obtient en 
prolongeant chaque rayon ÂM mené du point Â à la courbe (G), d^une longueur égale 
à lui-même. Déduire de là cette formule : 

i i 2 

/ r R cos t 

9^ étant le rayon incident AM, / la longueur du rayon réfléchi terminé au point où il 
Couche son enveloppe, R le rayon de courbure de la courbe (G), t Pangle d^incidcnce. 

9. Trouver la caustique par réflexion du cercle de rayon a, le point rayonnant A 
étant sur la circonférence. 

Rapportée à Taxe polaire OA, et à un pôle Aj situé sur cet axe à une distance du 
centre égale au tiers du rayon, Péquation de la caustique est 

2a 
r = — (1 -*- cos 0) (cardioïde). 



CHAPITRE XX. 

TANGENTES ET PLANS NORMAUX AUX COURBES A DOUBLE COURBURE. 

178. Toute courbe qui n'a pas tous ses points dans un même plan est 
dite gauche ou à double courbure. 

Une telle courbe est représentée par deux équations entre les trois 
coordonnées ar, y, z de l'un quelconque de ses points» en sorte que deux 
variables sont fonctions de la troisième. Mais, pour introduire plus de 
symétrie dans les formules, il vaut mieux considérer x^ y, z comme fonc- 
tions d'une même variable indépendante t, choisie arbitrairement : c'est 
la différentielle dt de cette variable qui sera regardée comme constante. 
Lorsque, dans un cas donnée il y aura utilité à prendre pour variable 
indépendante l'une des coordonnées, x par exemple, il suffira de supposer 
que (se réduise à x et que dx soit constant. 



(^) On donne ce nom à Penveloppe des rayons lumineux émanés du point A et réflé- 
chis sur la courbe (C) suivant la loi régulière. 



-^- 
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174. La tangente, en un point M d'une courbe k double courbure, est 

la limite de la sécante qui joint ce point k un point infiniment voisin M'. 

Soient (x, y, z), (x -*- Ax, y -♦- Ay, z -*- Ax) les coordonnées de ces deux 

points respectivement. Les projections de la sécante sur les plans XZ, YZ 

„ Ax At/ dx 

auront pour coefficients angulaires respectifs r— 5 t^; leurs limites -7- * 

Az Az dz 

du ^ 

— seront les coemcients angulaires de la tangente. Les équations de 

dz 

celle-ci, en désignant par ^, y?, ç ses coordonnées courantes, seront donc 

dx ^ du 

les équations de la courbe fourniront les valeurs des dérivées de x et de y, 
en fonctions de x, y, z. 

Les équations de la tangente peuvent s'écrire plus élégamment comme 
il suit : 

^ ' dx dy dz 

Remarque. L'équation 

est celle de la projection de la tangente sur le plan XZ.Or,la projection du 

dx 
point Msur ce plan a même x, même z, et par suite même — que ce point : 

l'équation ci-dessus représente donc aussi la tangente à la projection de 
la courbe sur le plan XZ. Et comme ce plan est un plan quelconque, on 
en conclut que si l'on projette sur un même plan une courbe et sa tangente 
en un point M, la projection de la tangente touchera la projection de la 
courbe^ au point M projeté. 

175. Soient a, p, 7 les cosinus directeurs de la tangente, c'est-à-dire 
les cosinus des angles qu'elle fait avec les directions des axes positifs^ 
supposés rectangulaires. Une droite qui passe par un point (x, y, z), et 
dont les cosinus directeurs sont a, p, 7, a pour équations 



— z 
a P " 7 



Comparées aux équations (I) de la tangente, celles-ci donnent 

. X a P y j_ ^ 

^ ^ dx dy dz (/rfx« -h dy^ + dz« 
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A partir du point de contact, on peut considérer sur la tangente deux 
dir^ections opposées, caractérisées par des cosinus directeurs deux à deux 
égaux et de signes contraires : le signe supérieur, dans les équations (2), 
se rapporte à l'une de ces directions; le signe inférieur, à l'autre. 

'M7B. La longueur d'un arc de courbe à double courbure est, comme 
dar»s une courbe plane, la limite du périmètre d'un polygone infinitésimal 
inscrit dans la courbe, et ayant mêmes extrémités que cet arc. Les rai- 
sonnements et les formules du N° 145 s'appliquent, sans changement, à 
une courbe gauche; on en conclut de même que le rapport d'un arc infi- 
niment petit à sa corde a pour limite l'unité. 

Si donc s désigne la longueur de l'arc d'une courbe, partant d'un point 
fixe A et terminé à un point variable M (x, y, z) sur cette courbe. As 
sera l'arc infiniment petit MM', dont l'extrémité M' a pour coordonnées 
X -+- Ax, y -¥- Ay, z -*- Az. La corde MM' de cet arc ayant pour longueur 

I/Ax* -h Ay' -I- As', nous aurons donc 



dt At V \A'/ \A«/ \^0 V ^^ * ^^ 

d'où 

ds = j/rfx* -+- rfy* -+- rfjz*. 

Cette expression de la différentielle de l'arc d'une courbe, rapportée 
^ des axes coordonnés rectangulaires, permet d'écrire sous une autre 
forme les cosinus directeurs de la tangente. Les équations (2), où nous 
Pi'endrons le signe supérieur seul, nous donnent évidemment 

rfx ^ dy dz 

ds ^ rfs ' ' rfs 

*. rfx Ax 

Le signe de a est celui de -7-5 ou de —5 ou encore, si l'on prend As 

positif, celui de Ax. Mais la direction MM' fait un angle aigu ou obtus avec 
^'^xe des x positifs, selon que Ax est positif ou négatif: le cosinus de cet 
'^ï^gle sera donc de même signe que a. D'où il résulte que les formules 
V^écédentes se rapportent à la direction de la tangente, menée dans le sens 
^ tare s va en augmentant. 

HT. Le plan normal, en un point d'une courbe à double courbure, 
est le plan mené par ce point perpendiculairement à la tangente. 
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La droite qui joint un point quelconque (^, yi, ç) de ce plan au point 
donne (x, y, z), a ses cosinus directeurs proportionnels à ^— a;, /i — y, 
ç — z; elle fait*^un angle droit avec la tangente dont les cosinus directeurs 
sont proportionnels à c/x, dy^ dz, La relation entre les cosinus directeurs 
de deux droites rectangulaires nous donne 

(5) (Ç — x)rfx+(y)— y)c/y4-($-z)rfz = 

pour réquation du plan normal. Les équations de la courbe, différentiées, 
fourniront deux équations entre dx, rfy, dz, à Taide desquelles on élimi- 
nera ces différentielles de Téquation (3). 

Tout plan mené par la tangente se nomme un plan tangent à la courbe; 
toute droite située dans le plan normal, et passant par le point de contact, 
se nomme une normale k la courbe. 

Exercices. 



1 . Vhélice est la courbe qui coupe sous un angle constant t toutes les génératrices 
d*un cylindre circulaire droit. Soit a le rayon du cylindre, dont Taxe est pris pour axe 
des Z'y Paxe des y étant mené par un point de Phélice, et les axes étant d'ailleurs rectan- 
gulaires, on trouve pour les équations de Phélice, en posant m^acotr, 



X z 

- = sin - > 
a m 



y « 

-rrrCOS -> 

a m 



X* -t- y* := o*. 



Les équations de la tangente et du plan normal sont 

l — x _ ri — yt;--z 
y — X m ' 

ly — *!» -♦- (ç — 2;) m = 0. 



Différentielle de Tare : 



dz, 
m 



da =z — l/V-ï-w? = 



dz 

COST 



Cosinus directeurs de la tangente : 



y . 

a = - sm T, 
a 



X 

^ = sin T, y = cos T. 

a 



Lieu de la trace de la tangente sur le plan XY : 

t. Vellipse sphét'iqiie est le lieu des points M sur la sphère, tels que les arcs de graO^ 
cercle qui joignent ces points à deux points fixes F et F' donnent une somme constant^- 

Soient le centre, a le rayon de la sphère; 2e Tangle FOF', 2» la somme des angl^ 
MOF + MOF'. Prenant pour axes OZ perpendiculaire au plan FOF', OY passant par 1^ 
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milieu de FF', OX perpendiculaire sur OY et OZ, on trouve pour équations de Tellipse 
sphcrique 

• • • • sin*e , cos*e . , 

sin'ff cos*ff 

Les équations de la tangente et du plan normal sont 

(I— a;)a; _ (>?—y)y _ {i; — z)z 
— tg*» tg»e lg»ff — tg»e' 



(i-0'«'-0-0'^-=°- 



s. La courbe, intersection des deux surfaces 

î!^-^-f. î! = i, ft«(6»-.c*)l.a5-*-6»(c» — o»)l.y-*-c»(o» - b*)\.z =L 
ar b' c' 

aura sa tangente représentée par les équations suivantes, où Ton a posé 

i »• y* z* 

ï — x ri — y % — z 



X 



(^P""?y ^\J*^1?) ""{v* c'J 



Plan normal : 



«-»)'(^-i)+('>-î')!'(F.-r.)-^(«-^)'(p^-?)=«- 

Différentielle de Parc : 

rdr 
di =z —-—___. , f • •= OB* -4- y* H- z*, 

4. Une courbe, tracée sur une sphère de rayon i, étant définie par une équation entre 
l^arc de grand cercle p mené d*un pôle A, et Tangle ta que fait cet arc avec un grand 
cercle fixe, soit V Tangle compris entre la tangente à la courbe et le rayon p. On a 

tg V = -r — ^ 9 rfa* = dp* ■+• sin* pdotK sin V = sin p -— • 



W 



V 
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CHAPITRE XXI. 



PLAN TANGENT ET NORMALE AUX SURFACES COURBES. 



k^5 



178. Soit 

l'équation d'une surface, et M (x, y, z) un point pris sur cette surface. Par 
ce point, on peut faire passer une infinité de courbes sur la surface donnée: 
soit (G) Tune de ces courbes. Sa tangente au point M a pour équations (174) 

l — x ^ Yi'-y ^ ^ — z 
dx dy dz 

les difTérenticlles rfar, rfy, dz appartenant à la courbe (C). Or, cette courbe 
étant située sur la surface, ses coordonnées vérifient l'équation z = f (flr,y) 
de celle-ci, et par suite, leurs différentielles dx^ dy, dz doivent satisfaire I 
réquation que l'on obtient en différentiant l'équation de la surface, savoir 

dz = pdx -+■ qdy^ 

dz dz , . ^ 

p et qr désignant les dérivées partielles —j — tirées de l'équation (i)> ^, et 

Substituons à dx, dy, dz dans cette équation, les quantités Ç — x, yj — î^i 
ç — z qui leur sont proportionnelles dans les équations de la tangente * 
il vient 

(2) ç — 5;==p($ — x)H-5r(yi — y\ 

et cette équation ayant lieu pour un point quelconque (^, y;, ç) de la ta 
gente en M à une courbe quelconque (C) tracée sur la surface, représe 
le lieu géométrique de toutes ces tangentes. Mais l'équation (2) est 
premier degré en (^, vî, ç) : donc, le lieu des tangentes menées, m 
point d'une surface^ à toutes les courbes que l'on peut faire passer par 
point j est un plan^ qui se nomme le plan tangent à la surface en ce poif^^ 
Il est représenté par l'équation (2). 
Si l'équation de la surface était mise sous la forme 

(3) F(x,y,z) = 0, 

on verrait de même que les différentielles dx, dy, dz des coordonnées 
la courbe (C) vérifient l'équation 

dF , dF , dF 






-— dx -4- -r- dy -4- -T- dz = 0, 
dx dy ^ dz 



i 
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et en leur substituant les quantités proportionnelles dans les équations de 
la tangente, on trouverait 

pour réquation du plan tangent au point (or, y, z). 

179. L'existenee du plan tangent repose essentiellement, on le voit, 
sur la propriété qu'ont les différentielles dx, c/y, dz d'une courbe quel- 
conque (C) tracée sur la surface, de satisfaire à une équation homogène 
du premier degré, dont les coefficients D,F, DyF, DsF ne dépendent pas 
de la détermination particulière de cette courbe. Cette propriété, qui a 
lieu généralement pour un point quelconque de la surface, peut cesser 
d'être vraie en certains points particuliers : c'est ce qui arrivera si, au point 
donné (x, y, z), les dérivées partielles D.F, Di^F, D^F sont nulles simulta- 
nément. Dans ce cas, on différentiera une seconde fois l'équation de la sur- 
face eu observant que les coefficients de d^x, d^y, d^z sont nuls au point 
considéré ; on remplacera encore dx, dy^ dz par les quantités proportion- 
nelles $ — X, // — t/, ç— z tirées des équations de la tangente à la courbe 
(G), et l'équation du lieu des tangentes à la surface au point (x, y, z) sera 

,r X, d'f / x*rf*F , x*^*F ../ X, X d'F 



rfx' ^ dy* dz* ^^ ^ ' dydz 

Elle représente un cône du second degré qui a pour sommet le point 

180. La normale en un point (x, y, z) d'une surface, est la perpendi- 
culaire élevée en ce point sur le plan tangent. 

Les axes coordonnés étant supposés rectangulaires, et les angles direc- 
teurs de la normale étant désignés respectivement par (A, /ji, y), les équa- 
tions de cette droite seront, comme on sait, 

l — x ^ •/] — y ^ S — g ^ 
cos 1 cos p. cos y 

Mais l'équation du plan tangent, prise sous la forme (2), nous fournit 



les relations suivantes pour exprimer que la direction (X, fi, v) est perpen- 
diculaire k ce plan : 



_=--Ilf =_± . 



p 9 -* i/ïTpT;^* 

Les (équations de la normale seront donc 

S — ic _^ l — y ^ g — g 
p " q ^— 1 ■ 

De même, si l'équation de la surface était donnée SOUB la forme (5), on 
aurait 

COS X COS fi cos n I 

^ % ''^ Vw*U;-^U>) 

pour exprimer les cosinus directeurs de la normale, et les équations de la 
normale prendraient la forme. 

% — x y| — y ^ — z 

dF ^~^" rfF 

dx dj/ lii 

Le double signe, dont sont affectés les cosinus directeurs de la normale, 

se rapporte aux deux directions Opposées que l'on peut considérer sur 

celte droite, à partir du point [x, y, z) où elle peree la surface. En général, 

la surface F(x, y, z] = sépare l'espace en deux régions, dont l'une 

exlérieiire qui correspond à F (x, y, z) > 0, l'autre intérieure pour laquelle 

F {x, y, z) <| 0. Le signe supérieur se rapporte h la normale menée vers 

la région extérieure. 

181. Lorsque la surface est de révolution, soient AMB le mérirftm, 
CMD le parallèle qui passent par le point M oii l'on veut 
mener un plan tangent; OM le rayon du parallèle qui aboutit 
u point M. La tangente HT au parallèle, étant perpendicn- 
I laire, ii la fois, k l'axe de révolution et au rayon OM du 
cercle parallèle, est perpendiculaire au plan du méridien 
I AMB, qui passe par ces deux droites. Le plan tangent en H 
doit contenir la tangente MT; il est donc perpendiculaire au 
plan du méridien, et la normale MN à ta surface est dans ce plan, en aorte 
qu'elle va couper Caxe de révolution. De plus, MN est en même temps 
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normale au mëridieD AHB; quand celui-ci, tournant autour de l'axe, 
engendre la surface proposée, et cntraine avec lui sa normale MN, cette 
droite MN oc cesse pas d'être dans le plan du méridien et d'être normale 
k celui-ci ; elle coïncidera donc dans toutes ses positions avec la normale 
à la surrace, et comme son point de reocontre N avec l'axe est Invariable, 
on voit que les normales à une surface de révolution, menées aux diffé- 
rents points situés sur un même parallèle, vont couper Caxe de révolution 
en un même point, et sont également inclinées sur cet axe. 

19S. Plan tangent à une surface réglée. — On nomme surface réglée 
toute surracc engendrée par une droite, assujettie à se mouvoir suivant 
(les conditions déterminées. Celle droite, considérée dans une quelconque 
de ses positions, est la génératrice. Les cônes, les cylindres, l'iiyperboloïdc 
à une nappe sont des surfaces réglées. 

Toute droite étant sa propre tangente, le plan tangent en un point M 
d'une surface réglée contient la génératrice qui passe par ce point. Mais 
i! existe, sous le rapport du plan tangent, une diffi5rence essentielle entre 
les diverses surfaces réglées, et qui les partage en deux classes. 

Soient (Gj la génératrice qui passe par le 
point M, (G'J une génératrice infiniment vol- 1 
sine, DD' la perpendiculaire qui mesure la 
plus courte distance rt de ces deux droites, et 
DKuneparalfôleà (G'). Menons, dans le plar 
GDK, HP perpendiculaire k (G), et dans le plan G'UK, t>P' égal cl paral- 
lèle à DD'; P'M sera perpendiculaire h (G), et l'angle P'MP mesurera l'incli- 
naison du plan DHP* sur le plan GDK. Or, les triangles rectangles NPP', 
PMD donnent 

tgp-MP^^^^', MP = MDtgMDP = MDlgE. 

e désignant l'angle GDK de deux généralriees infiniment voisines ; d'où 

Le plan GUK, mené par la génératrice (G) parallèlement à la génératrice 
infiniment voisine (G), tend vers une position limite que nous nomme- 
rons le plan asgmptotique, et le point D, pied de la perpendiculaire DD', 
tend vers une position limile 0, que nous appellerons le point central de 
la génératrice (G). Le plao DHP* est évidemment, à la limite, le plan 
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langent à la surface en M; l'angle PT^fP tend donc vers Tangle a, incli- 
naison du plan tangent en M sur le plan asymptotique, et si nous désignons 
par V la distance du point de contact M au point central 0, Téquation 
précédente nous donnera 



tga 



l-'-O) 



Deux cas peuvent se présenter : i" Si, pour une génératrice quelconque 
de la surface, le rapport y) : e tend vers une limite finie t, nous aurons 

et le facteur t étant indépendant de la position du point M sur la généra- 
trice (G), a variera en même temps que v. Les plans tangents aux diffé- 
rents points d'une même génératrice seront donc distincts les uns des 
autres; la tangente de leur inclinaison sur le plan asymptotique variera 
en raison inverse de la distance du point de contact au point central. 

La surface est dite une sur face gauche. Exemple : le paraboloïde hyper- 
bolique. 

Au point 0, t; = 0, tg a = 00 , le plan tangent est à angle droit sur le 
plan asymptotique. Lorsque v croît indéfiniment, tg a tend vers zéro, le 
plan tangent tend à se confondre avec le plan asymptotique. 

2° Si, quelle que soit la génératrice (G), le rapport — a pour limite zéro, 

8 

tg a est nul et a aussi, quel que soit v : le plan tangent est donc le même 
pour tous les points d'une même génératrice, et coïncide avec le plan 
asymptotique relatif à cette génératrice. La surface est dite alors de've- 
loppable. 
Dans une surface conique où toutes les génératrices se coupent en un 

même point, on a constamment 7r=0 et e> 0, donc - est nul : les sur- 

£ 

faces coniques sont donc des surfaces développables; le plan tangent touche 
la surface tout le long de la génératrice, et n'est autre chose que la limite 
du plan passant par deux génératrices infiniment voisines. 
Dans les surfaces cylindriques, l'angle e est nul et la distance yj ne l'est 

pas ; tg a = 00 , a = ^ . Le plan asymptotique passant par la génératrice 

(G), et perpendiculaire à DD', est donc perpendiculaire au plan tangent en 
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un point quelconque M de (G), c'est-à-dire que le plan tangent touche 
encore la surface tout le long de la génératrice G, et coïncide avec le 
plan (G) (G') mené par deux génératrices infiniment voisines. Les sur- 
faces cylindriques appartiennent donc aussi à la classe des surfaces déve- 
loppables. 

t88. On observera que, dans une surface développable, le plan tangent 
au point central 0, se confondant avec le plan asymptotique , doit être 
normal à DD', ce qui semble contre la définition du plan tangent : mais 
on va voir que le point est un point singulier. 

Considérons, sur chacune des génératrices, son point central : le lieu 
de CCS points sera, en général^ une courbe continue 
O0'0"...La droiteOCqui réunit les points centraux 
des génératrices infiniment voisines (G) et (G'), fait 
awec (G) un certain angle GOO' que nous désignons 
par 9, et, si Ton mène O'P perpendiculaire sur (G), le triangle O'OP 
donnera 

O'P 

Or, si Ton conçoit la position de chaque génératrice comme déterminée 
par la valeur que prend une certaine variable /, l'arc de courbe 00', et 
Tangle £, pourront être considérés comme accroissements infiniment petits 
de fonctions de la variable (, et seront de même ordre que A(; tandis que 
la perpendiculaire O'P, dont la différence avec DD' ou yi est infiniment 
petite par rapport à e, sera comme DD', infiniment petite par rapport à A^ 
et à 00'. On a donc 

lim sin cp = 0, lim cp = 0, 

c'est-à-dire que la tangente en à la courbe OO'O"..., lieu des points cen- 
traux, se confond avec la génératrice (G). 

Les génératrices d'une surface développable sont donc tangentes à une 
même courbe, lieu des points centraux sur toutes ces génératrices; c'est 
rareté de rebroussetnent de la surface. 

Réciproquement, toute surface développable peut être considérée comme 
le lieu des tangentes à une courbe à double courbure. Dans les surfaces 
coniques^ cette courbe se réduit à un point ; dans les surfaces cylindriques, 
elle est transportée à l'infini. 
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1§4. De crue proprîëlé des surfaces déreloppaUes déeoole k samote, 
d'oii elles Ureiit leur nom. 

Ifiscn'voas dans Taréte de rebroussemeot uo pdygone infioitésîiiial et 
gauche, aj3/de..., et eonce^oas que ses edcés soient iodâbûineat prolongés 
dans les deux sens; les portions planes et indéfinies comprises entre deux 
vôiéH consécutifs formeront, par leur ensemble, une surfoce poljédrale 
indéfinie. En faisant tourner chacune des faces autour d*unc de ses arêtes, 
on pourra ramener toutes ces faces indéfinies dans un même plan, et étaler 
la surface polyédrale sur un plan, sans atiérrr les Umfueun de$ lignes 
tées sur cette surface. Cette propriété ne cesse éTÎdemment pas de subsiste 
lors(|ue, tous les sommets du polygone a^rfit... se rapprocbant indéfin 
uicnt les uns des autres sur l'arête de rebroussemeot, ses cdtés, ou 



^ 
e 



arêtes de la surface polyédrale, tendent respectivement vers les tangentL ^r* 
à la courbe ; la surface polyédrale tend indéfiniment ii se confondre avec IV \^ 
surface développable, lieu de ces tangentes, et ses faces ont pour limiter ^ss, 
couime nous le verrons, les plans tangents à eettc développable. La proBH^^" 
priélé subsiste donc pour cette surface limite, et toute surface dévelof^^^P' 
pable peut Hre appliquée sur un plan sans altération des éléments de lon^^^' 
yueur des lignes tracées sur cette surface. 

On dit souvent que deux génératrices consécutives ne se coupent pa^^ *s, 
dans une surface gauche, tandis qu'elles se coupent toujours dans une su 
fucc dévuloppublc. Ce langage inexact doit être entendu dans ce sens, qu» 
la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines étant d 
premier ordre dans les surfaces gauches, et d'un ordre supérieur dans le» 
Hurfaees développublcs, peut être négligée dans celles-ci et non dans les pre 
inic^res, lor8f|uo la question n'exige que la considération des infinimenP^ 
potils du premier ordre. 

Exercices. 

i . Siii fuco iloiil I Vquutioii est xyz =: u'. 

f VI K 

« y -5 



Ju 



s 



Nonimlo -. <*•(! — J')=y(»ï — y) = -(; — •). 

t, Trouvor, ou roortioiint^cs rociNiigles, !• la distiincc P de rorigine O au plan tangent 
)\ UHo KUiTuoo z = t{je,y)i 2« le lieu du pied («,, yi, s^) de celle perpendiculaire, ou 
In |i()f/tii>>r do la surface par rapport au point O ; o* la normale à cette podaire. 

U. On a 

P = ± f.-'»*-W 



l/| -t-ii'H-î* 



L^équation de la podaire résulte de rélimination de Xj y, z entre Pcquation de la 
surface et les suivantes : 

En éliminant p et 9 on trouve 
équation qui; différentiée, donne 

Le premier membre étant nul, le second Test aussi, ce qui montre que toute tangente 

à la podaire au point a;,, yi, ^Tj est perpendiculaire à la droite dont les cosinus direc- 

X y z 

teurs sont proportionnels k x^ — -y yi — £> z^ — - ; la normale à la podaire est 

Z Z 2 

^Mcnc la droite qui Joint le point {Xf^y^, z^) au milieu du rayon vecteury mené de l'ori- 

S^ne au point (x, y, z), 

S. Plan tangent et podaire de la surface 

(0"-(i)"*(0"=' 

O"* £>"* C** 

M M M M 

Pour m =2 la surface donnée est un ellipsoïde, sa podaire est la surface d*élasticité 
^e Fresnel. 

4. Un point (X|, y|, Z|) étant pris pour pôley le plan |X| +«3^1 -i-ç^i =k* est son 
T^ian polaire par rapport à Porigine 0, k' étant constant. La polaire réciproque (S') d*une 
Surface (S) est le lieu du pôle du plan tangent à cette surface : prouver que, réciproque- 
Hient, le plan tangent à la surface (S') en un point, a pour pôle le point de contact du 
plan tangent à la surface (S) au point correspondant. 

ft. La surface des ondes a pour équation 

RS— T-hv = 0, 
où Pon a posé 

R = x«-i-y*-4-2% S = a«aî«-f-6>y>4-c»z>, T = a» (6«-4-c>) x^-^b* (c>-4-o») y^H-c' («>-*-6*)2% 

LVquation du plan tangent est 

«[o»(R— f:«— c«)-4-S](|— a;)-*-y[6>(R— c«— a>)-hS] >j-y)-4-2[c>(R— a>— 6»)-4-S](ç— 2:)=0. 

Soient a'^db |/6*— c*, b' = l/a*—c\ (/ = ±: l/a*-— 6* ; les quatre points 

cc^ - aa' 
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sont des points singuliers^ où il n*y a pas de plan tangent. Le lieu des tangentes est an 
cône du second degré qui a pour équation 

o' / V ^ y ^^ aacc' 

X ciz ayant les valeurs ci-dessus. 

•. Soient x=mz'\'ày y =: n2r + jS les équations de la génératrice d*une surface réglée, 

m; fi, a, /3 étant donnés en fonction d*un paramètre variable t. Pour que la surface soit 

dévcloppable, il faut que les différentielles des paramètres par rapport à t satisfassent à 

la relation 

dmd^ — dndcx. &= , 

et, dans ce cas, la plus courte distance de deux génératrices consécutives est, non du 
second ordre, mais du troisième par rapport à A^ 



CHAPITRE XXII. 

SUITE DE LA THÉORIE DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 

Plan oscnlatenr, courbure et torsion. 

1S5. Le pta9i osculatetir, en un point M d'une courbe gauche, est la 
limite du plan mené par ce point, et par deux autres points M', M\ infini- 
ment voisins du premier sur la courbe. 

Considérons toujours les coordonnées rectangulaires de la courbe comme 
fonctions d'une même variable indépendante f, et soient t, <-+-At, £-+-2A< 
les valeurs de la variable qui répondent aux points M, M', M"; les coor- 
données de ces points seront respectivement (x, t/, z)M; (x-hAo;, y-*-Ay, 
z-\'Az)W; (x-*-2Aa:-4-A«a:, y-t-SAyn-A'^, z + 2Aj2h-A«2)M". 

Soient (^, y], ç) les coordonnées courantes du plan passant par ces points^ 
et X, Y, Z les cosinus directeurs de la perpendiculaire à ce plan : la condi- 
tion de passer par le point M donnera l'équation 

(a) X($-a:)H-Y(yj-t/) + Z(ç-z) = 0. 

Le plan devant aussi contenir le point M', on aura 

(6) XAx -h YAt/ -+- ZAz = 0, 

et les coordonnées du point M" devant également satisfaire à l'équation du 
plan, il viendra 

X (2Ax -^ A^x) + Y (2Ay -+- A*y) + Z (2Az + A*z) = 0, 



ii 
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«.'quittion qui se riMltiit, par la prée(i<lcnlc, h 

(c) XA*a; + YA*t/ -t- ZA's = 0. 

Si l'on divise respectivement par Al, A(' les i^qiinlions (E>), (c), et que 
l'on fasse tendre Al vers zéro, ce qui revient à supposer que les poinis 
M', M" se rapprochent indéfiniment du point M, on trouve que les valeurs 
limites de X, Y, Z satisfont aux ëquulions 
/ X^ + Y' + Z'^l, 
(!) I Xdx-i-Y(hj + Zdz^ 0, 

( X<Px -1- Y(i*y -+- Z(/*ï = 0, 
(les deux dernières ayant ét<S mulUplicc!^ respectivement par dt, dt*). 
Résolvant ce système par rapport à X, Y, Z pur la méthode bien connue, 
on trouve 

(2) ? 1 ? , 

dyU'z — (Izd^y dzd'jc — dxd*z dxd*ij — dijd^x 

et la substitution de ces valeurs dans l'cqualion [a] donne, pour l'ëquation 
du plan limite, 

{5) {l — x) {dyd^z — dzify) + {fl - y) {rfzfi*! - dxdH) 
+ (5 — z) {dxd'ij — (hjd^x) = 0. 
Le plan passant psr M, M', M" tend donc vers une position limite, et 
l'équation de ee plan osculaleur s'obtiendra en remplaçant, dans l'cqualion 
(5), dx, dy,... parleurs valeurs déduites des équations de la courbe. II est 
bon d'observer que les termes de l'équation (3) se dédui- 
sent l'un de l'autre parune^emiiftaftOH loiimunte. 




t86. Soit MT la tangente à la courbe, au point M : le 
plan passant par la tangente MT, et par u» point infi- 
niment voisin M', a pour limite le plan oscutateur en M. En effet, si 

X(5-x) + Y(yj-y) + Z(ï-z) = 
est encore l'équation du plan variable, la condition de passer par In tan- 
gente dont les équations sont 

I — X V] — y __ g — ; 

dx dy dz 

établira entre les cosinus X, Y, Z la relation 

Xdi-t- Ydy + Zds = 0; 
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et la condition de pcnsscr par le point M', la relation 

XAx ^ YAy -4- ZAz = 0. 
Mais on a 

dx . d*x Ai* . .„ 

Ax = ^A< H- ^- —-♦-.• , Ay=..., AZ=...; 

substituant dans Tcquation précédente, observant que le eoeflScîent de &t 
est nul par la première condition, divisant par A(* toute Téquation et pas- 
sant à la limite, on trouvera 

Xd^x -♦- Y(Py -♦- Zd*z = 0. 

Les équations qui déterminent les cosinus X, Y, Z, relatifs au plan 
limite, sont donc identiques avec les équations (1), ee qui suflBt pour établir 
que ce plan limite coïncide avec le plan osculateur. 

187. On trouvera encore le plan osculateur, en cherchant la limite du 
plan mené par la tangente MT, et par une parallèle MTi à la tangente M!T 
en un point infiniment voisin M'. 

On a d*abord, comme ci-dessus, pour le plan passant par la tangente 
MT, les équations 

X{5-a:)-*-Y(y]-y)-+-Z(ç-z) = 0, 
Xdx-i-Ydy-^Zdz^O. 

Le passage du point M au point M' se faisant par le changement de t en 
t + Af, les différentielles des coordonnées sont, au point M', dx + àdx; 
dy -\- Ady^ dz ■+- Adz, et les cosinus directeurs de la tangente M'T' sont 
respectivement proportionnels à ces quantités (175). La direction (X, Y, Z) 
devant être perpendiculaire à cette tangente, on a 

X(dx H- Adx) -4- Y (d^ -4- Arfy) -+- Z (dz -+- Ad^) = , 

et cette équation se réduit à celle-ci : 

XMx -H YAdy -+- ZAdz = 0, 

qui, divisée par A^, donne à la limite 

Xd«x -4- Yd^y -^ ZdH = 0. 

Le plan limite satisfait donc encore aux équations (i), et ne peut différer 
du plan osculateur. 

Cette propriété, rapprochée de ce qui a été établi au n"" 185, nous montre 
que le plan tangent à une surface dévcloppable le long d'une génératrice, 
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coïncide avec le pïan osculateur de Taréte de rebroussement de la déve- 
loppable au point où cette génératrice touche Faréte. 

188. Deux plans oscutateurs infiniment voisins se coupent suivant une 
droite, qui a pour limite la tangente. 
Soit, en effet, 

X(? — x)^Y(yî — y) + Z($-z)=:0 

réquation du plan osculateur de la courbe, en un point M. Le plan oscu- 
lateur, au point infiniment voisin M', aura pour équation 

(X-+-AX)(g— a:--Ax)4.(Y-*-AY){/j — y — Ay)-4-(Z-hAZ)(ç— jr— Ar)=0, 

A désignant toujours les accroissements dus à raccroisscment At de la 
variable indépendante. La droite, intersection de ces deux plans^ satisfait 
à ces deux équations, et, par suite, à celle-ci : 

{l — x) AX -i- (yj —y) AY h- (ç — «) AZ — (XAa: -^ YAy -«- ZAx) = 0, 

où Ton néglige les termes du 2™* ordre AXAx,.... Divisant par Al, pas- 
sant à la limite, et observant que Xdx-^-Ydy-^-Zdz est nul par les rela- 
tions (i), on trouve donc que la limite de Tintersection des deux plans 
osculateurs est représentée par les deux équations 

X($-x)-hY(/î-y)-*-Z(/j-z)=0, 
(Ç— x)rfX + (>î— y)dY + (ç-- z)c/Z==0. 

Il reste à vérifier que les coordonnées de la tangente satisfont a ces deux 
équations. Cela est évident pour la première; quant à la seconde, elle se 
réduit par la substitution de rfjr, dy, dz à Ç — x, yj — y, ç — je, à celle-ci : 

d\dx -^ dndy -^ dZdz = 0, 

qui est une identité. En effet, si Ton différentie complètement la seconde 
des équations (i), et si Ton a égard à la troisième de ces équations, on 
tombe sur la relation précédente. Le théorème est donc démontré. 

189. Dans les courbes gauches comme dans les courbes planes, la 
courbure en un point est le rapport de Fangle formé par deux tangentes 
infiniment voisines à Tare compris entre leurs points de contact, pris à la 
limite : seulement, en général, les deux tangentes ne se coupent pas. Cette 
courbure se mesure aussi par celle d*un cercle qui a en tous ses points une 
courbure égale à celle de la courbe au point considéré, et dont le rayon 
^e nomme le rayon de courbure de la courbe en ce point. 

D après cela, soient M, M' deux points infiniment voisins sur la courbe; 



MT, M'I" les tangentes correspondantes, mcniïes dans le même sens; MTi 
pni-nllèle à MT'; R le nyoa de courbure en M. Oa aura 
1 .. ongle TMT, 
R "^ "" arc MM' ' 
Décrivons, du point N comme centre et avec un rayon é);al h l'unité, 
l'arc de cercle TT, qui mesurera l'angle TMT,; 
j menons sa corde TTi = qi, cl nommons X, fi, v les 
I eosinus direclenrt de cette droite, prise de T vers 
j Ti. Soient enfin As la longueur de l'are MM'; ci,p,y 
les cosinus directeurs de la tangente HT. Ceux de 
la tangente MT étant a -t- Aa, p + Ap, y + ày, 
si l'on projette sur l'axe des x le contour triangu- 
laire MTTiM, on trouvera évidemment. 

« -f- (/X — {« -H As) = 0, ou A« = 9X. 
Divisons par As et observons que 

,. o ,. arcTT. 1 

lim ■— ^ Itm îiizi = — : 

As arc MM' R 

il vicnilrn, à la limite, 

da }. dp ft dy v 

rfs~R' rfs~R' d«~R' 




W 



les deux dernières équations étant obtenues de la même n 
projection sur les axes des y et des z. Les cosinus directeurs ï, f^i, v se 
rapportent ici h la direction TTi, pHseàla limite. 
On déduit d'abord, des équations ci-dessus, la relation 

j d«* + 4' + df* 

R* ~ ds* 

ou 

(S) R=. , ''• - ■ 

[/((a»-Hdp*-i-d7» 

qui Tait connaître le rayon de courbure, a, p et 7 étant déjà connus. La 
quantité j/rfa'-i-i/p'-i-rfy* s'appelle Tnnjr/e de contingence.' il est clair, en 
cfTet, qu'elle représente l'angle de deux tangentes infiniment voisines, 
lorsque l'on regarde da, dp, dy comme les accroissements infiniment petits 
de a, p, 7, et que l'on néglige les termes d'ordre supérieur au premier. 

19tt. Quant à la direction {)., fj., v) définie par les équations (4), remnr- 
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quons que la corde TTf est dans le plan TMTi qui a pour limite (187) le plan 
osculateur de la courbe en M; que l'angle MTTi qu'elle fait avec la tan- 
gente a pour limite 90*», puisque les angles en T et Ti sont égaux et l'angle 
en M infiniment petit. La droite TTi a donc pour limite une perpendicu- 
laire à la tangente MT, menée dans le plan osculateur ; elle est d'ailleurs 
dirigée du même côté de cette tangente que le point M', c'est-à-dire (it^côte 
ou la courbe tourne sa concavité, 

La parallèle MZ à cette droite limite, tirée du point M, se nomme la 
normale principale ; elle coïncide évidemment avec Tintersection du plan 
normal et du plan osculateur au point M, et sa direction est définie sans 
aucune ambiguité par les équations 

as ^ as as 

191. L'expression du rayon de courbure (5) peut être transformée de 
diverses manières. On a d'abord (176) 

dx dy dz 

ds^ ds ds^ 

d'où 

_ { dsd^x — dxdhy -j-jdsd^y— dydHy-^-jdsd^z-^dzdHf 

Développant les carrés, et observant que de l'égalité 

ds« = dx' -♦- dt/* -4- dz^ 

on tire 

dsd^s = dxd^x -h dyd^y -*- dzdH^ 

on obtient 

ds* (d*x» -4- d*î/«-^dV) 4-(/5*d*««— âd^'dV 



da} -♦- dp* -+- dy 



«. 



ds* 
_ d^x^ 4- dY -*- rf'g^ — d*s^ 



d'où 

(6) R= "* 



/d«x« -h dy -f- d*z« — d«5« 

On a encore, en éliminant ds', d^5^ et usant d'une transformation 
connue (5), 

(dx*-hd?y*-Hdz*)« 

|/(dx« -h d*/* -h dz*) {d^x* -^ dhf -4- d*z«) - (djcd^x -♦- dydhj -^ dzdHf 



<iir enfin 



y^[dyd*t — dzd*y)'-+- (d:d*x — dxd't)'-*- (icrf*j — dyrf* j)' 
R est ainsi exprimé en fonriion des différentielles des cuordonnérs 
seulement. Nous désignerons désormais par A, B, C les coefficients de 
l, v, ; dans IVquatïon du plan osculateur, en sorte que Fou aura 
(7) A^dijd*z — dzd*y, B = dzd*x — dxiPz, C>=dx(f*y — dj/d*!. 
Le rayon de ruurburc s'exprimera alors comme il suit : 



(8) 



i/a»+b*+c« 



1M. On nomme eerWe (ie rourburo, en un point donné M d'une courbe, 
un cercle qui a même courbure que la courbe en ce point, et est placé de 
maittcrc ii rendre sensible celle égalité des courbures : c'est-à-dire, dans le 
plan osculateur en M, tangent à le courbe en ee point, et lourninl si 
eiincavité du m4'mc cilié. Il est visible que son centre Z est sur ]a normaic 
principale, il une distance R du point H(x,y,i) îles coordonnées (7i,yi,ii] 
de ce rentre sont donc données par les équations 

Xi— JC;=RÏ, J, —y = R[A, z, — Z=sRy, 

nu 

19S. On peut donner, du rayon de courbure R d'une courbe fiàuchr, 
une exprassion géométrique semblable à celle que nous avons donnée pour 
les courbes planes (150), et qui se déduit aussi de ce théorème, semlil^ble 
à celui du nM47: 

L'angle TNM' compris entre ta eorde d'un arc infiniment petit et la loi- 
génie, dona une courbe gauche, est la moitié de l'angle TMTi des langtBte 
c eitrémitéa de cet are, aux quantités prés d'un oi^' 
I supirieur^à cet angle. 

I suffît, pour établir cette propriété, de projeter »>' 
I le plan oseulnlcur en M l'arc MM', sa corde, la tangenl" 
I M'T' dont V.i projection m't touchera en m' la prtj'^" 
(ion Mwi'dc bi coiirlic. On siiit (H7) qiie,d.ins In courbe plane Hhi', l'éga^*^' 

.•inglrTMHj'=:-iinsleTnC 
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a lieu, lorsqu'on néglige des quantités infiniment petites par rapport à ces 
angles. Or, le plan M'MT, mené par la tangente MT et lu eorde MM', Tait 
un angle infiniment petit avec le plan osculaleur (18fi); l'angle TMM' et 
sa projection TMm' diffèrent donc d'une quantité infiniment peiite par 
rapport k eux-mêmes. Il en est de même de l'angle des tangentes MT, 
H'I", et de sa projection Tnl', parce que le plan TMTi, parallèle aux 
deux tangentes infiniment voisines, fait un angle infiniment petit avec 
le planosculuteur'(l87). L'égalilé précédente subsiste Jonc, lorsqu'on sub- 
siilue TMM' à THm', TMTi à TnC, et Ton a 

angle TMM' = - angle TMT. , 

les termes négligés étant d'ordre supérieur à ces angles. 

Cela étant posé, on abaissera du point M' une perpendiculaire M'P sur 
la tangente en M, et l'on démontrera, par un raisonnement identique à 
celui du n° 130, l'égalité 

« ,. MP' 

Les considérations qui précèdent montrent aussi facilement que le rayon 
et le centre de courbure, en un point d'une courbe gauche, coïncident 
avec le rayon et le centre de courbure relatifs k la courbe plane, qui est la 
projection de la courbe donnée sur son plan osculaleur au point donné. 

tM. Le cercle osculaleur, en un point H d'une courbe à double cour- 
bure, est la limite du cei'cle passant par ce point, et par deux autres points 
W, N" infiniment voisins du premier. • 

Il suit déjà de celte définition que le cercle osculateur est situé dans le 
plan osculateur en M ; on peut établir, en outre, qu'il coifncide avec le 
cercle de courbure. Pour cela, on élèvera des perpendiculaires MS, M''S 
aux cordes MM', M'M", dans le plan MM'M"; MS sera i 
le diamètre du cercle passant par les trois points. 

Projetant toute la figure sur le plan osculaleur ai 
puint H, on prouvera par la même mélbode qu'ai 
n' 193, que l'angle infiniment pelit KH'M", compri 
vnlre deux cordes consécutives, est égal à la moitié 1 
(le l'angle des tangentes à la courbe en M et en M", 
va négligeant des quantités d'ordre supérieur (15S). Cela posé, la démon- 
^Ualion s'achèvera comme au n' l.'iS, sans aucune modification : on fera 




loir que liât M'S = iH, que H'S (end vers une direction pcrpendîculoire 
a la tangenle 3iT, cl du tHé de la concavité de la courbe ; d'où il rësullen, 
enfin, rideiiliré annoncer du cercle o&culalcur et du cercle de courbure. 

t9S. La courbure considérée jusqu'ici dans les courbes & double cour- 
bure esi la seule qui c\isle dans les courbes planes, où elle se définit de 
même. Xab, dans les courbes à double courbure, il y a lieu de consi- 
dérer une seconde espèce de courbure, résullanl de la déviation successive 
du plan o.^ulateur à mesure que l'on chemine sur la courbe, etàlaquelk, 
pour la distinguer de la première, on donne le nom de torsion. V 

La torsion, en un point M d'une courbe gauche, est la limite du rapport I 
de l'angle compris entre les plans oscutaleurs en deux points infinimeDl 1 
voisins H et M', à l'arc de courbe MH' compris ] 
entre ces deui points. Pour calculer cflle 
I limite, on procédera comme dans le cas delà- 
I première courbure. Elevant au point M des 
I normales HU, NU| aux deux plans oscula — 
teui-s consécutifs , l'angle compris entre ces normales est égal à celui des 
deux plans, et il esl mesuré par un arc de cercle UL'i, de rayon I, dccriC- 
de M comme centre et terminé à ces deux normales. Projetant le coiituui' 

\ 
Ml'l'iM sur les trois axes coordonnes successivement, et désîgnanl par ^ 

in torsion, par X, Y, Z les cosinus directeurs de la perpendiculaire au plao 
osculatcur, on trouvera c< 




^ 1 _ t/dX*+<IY' + (fZ\ 

Itepri'iions les équations 

+ Y' + Z»=1, 
[ Xflx + ydy-t-Zdz^O, 
i. XJ*x+\'(l'y-t-Zd*z = 0, 
et ililTérentions-lcs en ayant égard a l.t troisième ; il vient 
/ XdXf\dY + 7.dZ=l}, 
} dxd\.-hd^dY'i-dzdZ=0, 

{ d^xdX + (PydY + d*zdZ = ~ (Xd'x + ydhj -I- Zd'z). 
Itésolvant ces équations par rapport h dX, dY, rfZ par la nictbcy^ 
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connue, et observant que le dénuminateur commun X {djjd^z — dziPy) -♦-••• 
n'est autre chose que AX -+- BY h- CZ, on trouvera 

c/X _ ^Y _ dZ _ ___ Xd^x -*- Ydhj -»- Zd^z 
Ydz — Zdy~Zdx-^Xdz~Xdu'-Ydx~'^' AXh-BYh-CZ ' 

et ces rapports égaux sont encore équivalents , d'après une propriété 
connue, à 

i/dX* -+- rfY« -♦- rfZ* 

|/( Yc/z — Z(/î/)* -+- (Zdx — Xdzy -4- (Xdi/ — Ydxy 

Mais la quantité sous le radical, au dénominateur, se réduit à 

(X* -*- Y* -*- Z«) {dx* -4- dif -f- rfz*) — {Xdx -4- Yrf^ -4- Zdz^ = cfo*, 

i 

donc la fraction ci-dessus n'est autre chose que ± - > donc 

1 _ Xd^x -f Yd^y h- Zd^z 

T ~ âxTbyT CZ ^ 

et si Ton remplace X, Y, Z, au numérateur et au dénominateur, par les 
quantités respectivement proportionnelles A, B, C, en vertu des formules 
(2), on aura enfin 

1 _ Ad'x H- Bdhj -\- Cd'^z 
^^ t ~ ■ A« -+- B' H- C« 

pour l'expression de la torsion. Il suffira d'y remplacer A, B, C par leurs 
valeurs (7), et de déterminer le signe de manière à obtenir pour T une 
valeur positive. On appelle la quantité T le rayon de torsion, par analogie 

avec le rayon de Courbure, et — - est Vangle de torsion. 

Remarque. Lorsqu'une courbe est plane, les plans osculateurs en tous 
ses points coïncident, et la torsion est nulle en chaque point. Cette condi- 
tion est exprimée par l'équation 

Arf'x -4- Bd'y -*- Cd'is = 0, 

et réciproquement, il est facile de vérifier que celle relation signifie que 
tous les points de la courbe sont dans un plan. En effet, l'équation d'un 
plan quelconque 

«X -\-by -^ cz-h (/=0, 
différentiée trois fois, donne 

arfx-4 bdy-hcdz^^O, ad^x-hbd^y-hcd*z=Oy ad'x-h6rf'y-hcrf'j3=0. 
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et rclimination des constantes a, 6, c entre ces trois équations conduft à la 
condition unique 

{dycPz — dzcPy) rf'x-f-(rfzd*x — dxd*z) d^y+{dxd*y — dyd^x) rf'je==0, 

il laquelle doivent satisfaire les coordonnées de la courbe. Or, cette équa- 
tion n'est autre que celle que nous avons donnée plus haut. 

196. Le plan UMUi mené par les droites MU, MUi, est perpendiculaire 
il rintersection des deux plans osculateurs infiniment voisins, qui a pour 
limite la tangente en M. Ce plan a donc pour limite le plan normal, et la 
droite UUi , située dans ce plan et faisant avec MU un angle qui tend 
vers 90", est évidemmenty à la limite^ parallèle à la normale principak» 
Ses cosinus directeurs sont =bX, dbp, dby. 

D'après cela^ si Ton projette le contour MUUiM sur les trois axes coor- 
donnés, comme il est dit plus haut, et si Ton raisonne comme au n<* 189, ea 
convenant d'affecter T du signe -«- ou du signe — selon que MU| fait ua 
angle aigu ou obtus avec la normale principale MZ, on trouvera 

dX^l ^_t — — !L 
ds^^T' 18~t' ds~T' 

Exercices, 

f . Hélice (ch. XX, ex. 1). 

Plan osculateur : 

Çy — >}« — (? — 2;)atgT = 0. 

Cosinus directeurs de la normale au plan osculateur : 

y cos T ,r * cos T _ 

a a 

Rayons de courbure et de torsion : 



sin*T sinrcosT* 

ces deux rayons sont constants. 

Cosinus directeurs de ia normale principale : 

>== — -, /* = — ^, v = Oî 
a a 

elle se confond avec la perpendiculaire abaissée du point donné sur l'axe du cylindr 
Centre de courbure : 

jp, = — a?cot*T, yi = — ycot*T, Z|=z. 
Lieu du centre de courbure : 

m* . z^ m* z. -, m* 

x. = sin— ) yi = cos — ï »i -t-y.' = -r; 

c'est une hélice décrite sur un cylindre de rayon — 



— 251 — 

9. Combe représentée par les équations 

X* a?* 

intersection de deux cylindres paraboliques. 
Cosinus directeurs de la tangente : 



a-k-y a -^y a 

Equation du plan osculateur : 

•*^ •"^ ^^■■M ^"t^ *S ■■■^ ^^^^ • 

a a 6a* 

Différentielle de Tare : 



. / ap* se* a -\-y 

d8=dx\/ i -^ — H- 7-. = dx. 

V « ♦« « 

Normale au plan osculateur : 

Rayons de courbure et de torsion : 

« or 

Normale principale : 

; = — ^, ^ = a — y, v = ,5. 

Centre de courbure : 

a» — tf« 

X, = — 3-r, yjssyH , ;7|=:x+42r. 

a 

M. Si Ton projette une courbe quelconque sur un plan passant par la tangente en 
un point Aljet faisant un angle davec le plan osculateur en ce point, les rayons de cour- 
bure de la courbe et de sa projection, en M, sont liés par la relation 

R = R, cos6. 

4. Démontrer les formules suivantes : 

'''T-(iï-^T)*' "•" — (fi-^l)*' "" — (s-*-!)"'- 

ft. Soient M, M' deux points infiniment voisins, sur une courbe gauche; « Tare MM'; 
H, T les rayons de courbure et de torsion en M. Démontrer que la distance S du point M' 
au plan osculateur en M, la plus courte distance S' des tangentes en M et en M', la diffc- 
l'cnce s entre Parc s et sa corde, ont respectivement pour expressions 

6RT' ° ""ISRT' *~2iUT' 

aux infiniment petits près du i« ordre. 

•. Dans une courbe tracée sur la sphère, le cercle de courbure en un point M a pour 
polcj sur la surface sphérique, le point de rencontre des arcs de grand cercle normaux 
à la courbe, aux points infiniment voisins M et M'. Ce cercle se confond avec Pintersec- 
tion de la surface et du plan osculateur de la courbe au point M. 
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9. En désignant pur l'inclinaison dn plan osculateur en M sur le plan tangent à la 
sphère, par s Tangle des grands cercles tangents à la courbe en M et en M', on trouve 



e=:---cosO, R = sin9, tgO=s-, T = j, R«-*- 



Ks)'=' 



9. La courbe étant rapportée à une origine A sur la sphère, par les coordonnées sphc- 
riqucs p ci ù» (ch. XX, ex. 4), V étant Pangle sous lequel la courbe coupe son rayon 
vecteur p, on trouvera 



tgO=:--- —, tgO = 

d\ -h cos pdùi 



0'"*^-£y 



formules qui serviront à déterminer le pôle du cercle de courbure. 



CHAPITRE XXIII. 

SUITE DE LA THÉORIE DES COURBES A DOUBLE COURBURE- 

Droite polaire , snrface polaire ; sphère oscnlatrice et développées. 

197. La droite polaire, pour un point M d'une courbe gauche, est ^^ 
limite de la droite, suivant laquelle le plan normal en M est coupé par "^" 
plan normal infîniment voisin. 

Soient (x, t/, z) les coordonnées rectangulaires du point M; (xh 
y-4-At/, z-^-Az) celles du point M'; N=0 l'équation du plan non 
en M (177). On en déduit celle du plan normal au point M' en changea 
dans l'équation N=0, x, t/, z en x-+-Ax, y-^Ay, z-+-Az, dans tous 
termes qui dépendent des coordonnées de la courbe : soit N-hAN: 
l'équation qui résulte de cette substitution. Les coordonnées (Ç, y], ç) di 
droite, intersection des deux plans normaux, vérifient à la fois ces dcn^"^ 
équations, et par suite l'équation AN=0; ou encore celle-ci : 

AN ^ 

que l'on obtient en divisant la précédente par l'accroissement A( que pr^ ^" 
la variable t, dont dépendent les coordonnées de la courbe, lorsque T^^ 
passe du point M au point M'. Ces points se rapprochant indéfiniment, i4/ 
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tend vers zéro, et la droite limite satisfait aux équations 

la diffërentiation indiquée ne portant, comme il résulte des raisonnements 
qui précèdent, que sur les quantités qui dépendent de la variable t dans 
l'équation du plan normal, et non sur ^, y], ç. 

D'après cela, les équations de la droite polaire, au point dont les coor- 
données sont (x, y, z), seront 

i (S— x)dx-4.(7î — t/)di/-t-(ç — z)rfz = 0, 

à cause de la relation 

dx' -+• dy* -+- cZz' = ds*. 

On tirera des équations de la courbe les valeurs des différentielles cZjt, 
d*x,,.. en fonction des coordonnées x, y, «, et on les substituera dans les 
équations (1). 

La droite polaire coïncide avec la normale au plan osculateur^ élevée par 
le centre de courbure. En effet, rinterseclion des deux plans normaux étant 
perpendiculaire à la fois aux tangentes à la courbe en M et en M', est per- 
pendiculaire au plan mené par la première parallèlement à la seconde, 
plan qui a pour limite le plan osculateur : la droite polaire est donc nor- 
male au plan osculateur, et il reste à faire voir qu'elle passe par le centre 
de courbure Z. 

Les coordonnées de ce dernier point sont (192), en conservant les nota- 
tions du chapitre précédent, 

ari = X -t- RX , yi = y -i- R|ui , zi = z -^ Ry. 

Substituons les à Ç, yj, ç dans les équations (1); la première est évi- 
demment satisfaite. Quand h la seconde, si nous prenons l'arc pour variable 
indépendante, elle peut s'écrire comme il suit : 

{l — x) rfa -♦- (yj — y) d(3 -♦- (ç — z) dy = ds, 
d'où nous tirons, en vertu des équations (4) du n*» 190, 

(Ç — x) i -♦- (n — y)p -♦- (ç — z) V = R. 

En y substituant les valeurs de Xi, i/i, Zi au lieu de Ç, /], ç, on obtient 
l'identité 

R (X« H- fx« -t- V*) = R. 

La proposition est donc démontrée; et il en résulte que les équations 
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de Ja droite polaire peuvent s'écrire sous la forme 

(^2) ^— J^t '^ — !/i _ ?•— gi 

^ ^ X "" Y Z * 

IM. On appelle surface polaire d'une courbe à double courbure, la 
surface n*glée qui est le lieu des droites polaires correspondantes aux dif- 
férents points de la courbe. Son équation s'obtiendra, pour une courbe 
donnée, en éliminant x, y, z entre les équations de la courbe et les équa- 
tions de la droite polaire relative à un point quelconque. 

La surface polaire est développable. Pour le démontrer, cherchons 
d'abord, sur la droite polaire représentée par les équations (I), la limite O 
du point où cette droite est coupée par un plan normal infiniment voisin^ 
qui répond au point M'(x-*-Ax, y-*-Ay, z-^Az), Représentons encore pat" 
N=0, rfN = 0, les équations de la droite polaire; par N-*-AN=0 l'équa- 
tion du plan normal en M'; le point d'intersection {l^ yi, ç) satisfera ices 
trois équations, et par suite à celle-ci 

AN = 0. 

Mais si l'on considère N comme fonction de f, et qu'on développe ANpià i 
la formule de Taylor, on a 

et comme -j- est nul, puisque ^, y], ç satisfont à la seconde équation de 
la droite polaire, l'équation AN = 0, multipliée par -— , deviept 

dl* 

A la limite, A< est nul, et le point (^, t], ç) satisfait à l'équation cf^N^^* 
jointe aux équations de la droite polaire. Comme ^, y], ç sont constants 
dans cette différentiation, l'équation (2*N=:0 se réduit à 

(?— x)ci5x-t-(/i— y)cl»y-t-(ç— «)d'z — 3d«rf*« = 0, 

à cause de la relation 

dxd^x -4- dyd^y ■+■ dzd^z = dsd^s. 

D'après cela, si nous désignons par (x', y, «') les coordonnées du po»"' 
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ni te O, ce point sera détermine par les trois équations 

[ (x' — x) rfjc -+- (ly' —y)dy -\' (z' — z) dz = 0, 
(5) ) (x' — x)d\t ^ (y'— y) d^y -^ {z—z) d^z — (/«« =0, 
( ( r'_ x) d^x -t- (y'— y) d^y + (z'— ;î) dH — 5d«(/«s =0. 

Le lieu du point 0, considère successivement sur chacune des généra- 
ices de la surface polaire, est une certaine courbe OO'O"... : démontrons 
je toutes les droites polaires sont tangentes à cette courbe. Pour cela, 
tfférentions complètement les deux premières équations, en considérant 
9 y', z\ Xy yv9 eomme fonctions de la même variable L Nous aurons 
1 ccessivement , en réduisant les équations obtenues au moyen de la 
conde et de la troisième équation (5), 

dafdx -*• dy 'dy -♦- dz'dz = , 
dx'd^x -+- dy^d^y -+- dzd^z = ; 

rfx' dy' dz' 

dyd^z — dzd^y dzd^x — dxd^z dxd^y — dyd^x 

<]es équations, qui peuvent (i85) se mettre sous la forme 

dx' dy" dz' 

>u$ apprennent que les cosinus directeurs de la tangente à la courbe, 
'V du point {Xj y', z'), sont proportionnels à ceux de la droite polaire sur 
quelle ce point se trouve : les deux droites coïncident donc. Donc la sur- 

• ce polaire est une surface développablcy et la courbe^ qui est le lieu du 
>int défini ci-dessus ^ est son arête de rébroussement. 

On obtiendra les équations de cette courbe en éliminant , entre les 
[nations (5) et celles de la courbe donnée, les variables x, y, z et leurs 
^érentielles. On aura entre x', y', z! deux équations, qui seront celles 

* l'arète. 

On trouverait la même courbe, comme il est facile de le voir, en cher- 
^ant le lieu du point d'intersection de trois plans normaux infiniment 
^isîns, considéré à la limite. 

199. Le plan tangent à la surface polaire, le long de la génératrice 
^, coïncide (i8â) avec la limite du plan mené par cette génératrice, 
^rallèlement à la génératrice infiniment voisine O'Z'. Mais les droites OZ, 
'Z' étant respectivement normales aux plans osculateurs en M et M', 
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(ont plan qui leur est parallèle est normal, ^ la limilc, à la tangente iSl 
à la courbe donnée. Donc le plan nonnat à la courbe, en un point il, 
toufhe la surface polaire tout le long de la 
génératrice gui correspond au point M. 

Le plan normal b la courbe est, d'après 
cela, osculateur de l'arête de rcbroussemcnl 
de la surface polaire, au point correspoadani: 
il s'cnsuil que l'angle de deux plans normaui: 
infiniment voisins, dans la première, est dgal 
à l'angle des deux plan^ osculateurs correspondants de la seconde; et, 
d'autre port, les tangentes k celle-ci étant normales aux plans osculnleurs 
de la première (1 98), l'angle de deux de ces tangentes infiniment voisines, 
OZ, O'Z', est égal à l'angle des plans osculateurs correspondants daosh 
courbe proposée. 

Il suit de là l' que l'angle de contingence d'une courbe gauche, enu« 
point, égale Cangle de torsion de taréte de rebroussement de la surfait 
polaire au point correspondant; 2° que Cangle de contingence de l'aréU 
est égal à l'angle de torsion de la courbe proposée. 

On voit aussi facilement (juc la normale principale de t'arète, au point 0, 
est parallèle à In normale principale de la courbe, au point M. 

SOO. Si par un point donné H, et par trois autres points infiniment 
voisins M', M", M'" sur la courbe, on fait passer une sphère, la limite de 
cette spbère est appelée la sphère osculatrice de la courbe en M. 

Démontrons que celte sphère limite existe, et calculons les coordonnées 
[jf, y', z') de son centre, ainsi que son rayon r. Concevons que les points 
M, M', M'', M'" répondent respectivement aux valeurs (, t-\-At, (-1-2X 
(-i-5A( de la variable indépendante qui détermine chaque point de la 
courbe donnée. L'équation de la sphère qui passe par ces quatre poîD'^ 
étant mise sous la forme 

ii'-8'+(y->i)'+(î'-!)'->-'=o, 

il faut exprimer que cette équation est satisfaite, lorsque l'on remplace suc- 
cessivement {Ç, ■/) , ç) par les coordonnées (x, y, z) du point M; puis par 
celles du point M', x-^Ax, g+Ay, z-t-Az, etc.; ar", t/', /, r resta ni 
invariables. Les quatre équations ainsi obtenues, et qui déicrmineraieni 
^'î J/'i '^f *", peuvent s'écrire 
S=0, S-(-AS=rt, Sh-2AS+A*S=0, S-i-5AS-*-3A»S+A»S=0- 
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et se réduisent aux suivantes : 

S==0, AS = 0, A«S = 0, A'S = 0. 

Divisant respectivement les trois dernières par At, Af*, At', et faisant 
tendre At vers zéro, on voit que les coordonnées (x', t/', jk') du centre de 
la sphère limite, et son rayon r, satisferont aux équations 

S==0, dS = 0, d*S = 0, d«S = 0; 

les différentielles étant prises par rapport à f, en traitant x', j/', j?/, r 
comme constants. D'après cela, le centre et le rayon de la sphère oscula- 
tricé sont déterminés par les équations suivantes : 

(^'-^)*+{y-y)*-*-(^'-^)'-r«=o, 

^ ^ ^ (a/— x)d^x -f- {y'-'y)d*y -^- («'— «) d^z — ds^ = 0, 

(a/ — x) d^x -+- (y'— i/) rf'y -♦- {z' — z) dH — Zdsd^s = 0. 

Les trois dernières de ces équations se confondent avec les équations (5), 
donc le centre de la sphère osculatrice au point M est sur la droite polaire 
correspondante y et au point oie cette droite touche l'arête de rebrousse- 
ment de la surface polaire. 

Le cercle passant par trois points infiniment voisins M, M', M'', a pour 
limite le cercle osculateur (194) : ce dernier est donc sur la sphère oscu- 
latrice, et comme il est aussi dans le plan osculateur^ il coïncide avec l'in- 
tersection de la sphère et du plan. Mais, le centre de la sphère étant au 
point 0, et OZ étant perpendiculaire au plan osculateur, Z est le centre 
du cercle, intersection de la sphère et du plan, et MZ son rayon. Le cercle 
osculateur coïncide donc avec le cercle de courbure^ comme on l'avait déjà 
fait voir (194). 

Ml. Pour calculer le rayon r de la sphère osculatrice, on observe que 
ce rayon est l'hypothénuse MO d'un triangle rectangle^ dont les côtés sont 
Je rayon de courbure MZ := R, et la distance OZ = tt du centre de la 
sphère osculatrice au plan osculateur. Or, on a évidemment 

x' — Xi = ttX, y' — j/i = wY, z! — Zi==:tiZ, 

en choisissant pour la direction (X, Y, Z) de la droite polaire, celle qui 
va du centre de courbure Z vers le point de contact 0, Ces équations 

24 
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donnent 

dx' — dxi = udX •¥- Xrftt, 

dj/' — dyt = udY -+• Yrfti, 

dz! — dzi = tidZ -H Zdu. 

Multiplions respectivement par A, /x, v ces équations, en observant que 
Ton a, ZO étant perpendiculaire à MZ, 

iX -♦- fjiY -♦- vZ = 0, 

Xdx' -♦- jxdy' -♦- vdis' = ; 
nous aurons 

— (Idxi ■+■ iidyi -¥■ vrfjji) = u (IdX -*- (xrfY -^ vdZ), 
ou 

en remplaçant dX^ ciY, dZ par leurs valeurs (196). 
D*autre part, différentiant les valeurs de Xi, yi, Zi, on trouve 

dxi=dx-\-'kdïi-^^d\ rfyi=dy-*-fxdR+Rrfjx, dZft=cIz+v(ni+R(fo, 

d'où, à cause des relations évidentes 

'kdx -H /xrfy -4- vrfz :^ , ArfX -♦- (xdjx -♦- vdv = , 

on tire 

'kdxi -♦- fxdyi -H vrfzi = dR. 

On aura donc 

.,. ds ^ dR 

dR = — M -— » ou II = — T -r- 

T ds 

pour Fexpression de la distance OZ du centre de la sphère osculatrice au 
centre de courbure. 

D'après cela, le rayon de la sphère osculatrice sera donné par l'équa- 
tion 



30%. Le lieu des droites polaires est, comme on l'a vu, une surface 
développable ; il ne peut en être de même de la surface réglée, qui est le 
lieu des normales principales à une eourbe à double courbure. En effet, 
si ces normales MZ, M'Z',... étaient tangentes à une même courbe, le plan 
osculateur de cette courbe au point où elle touche la génératrice MZ coïn- 
ciderait avec le plan tangent à la surface développable le long de cette 
génératrice, c'est-à-dire avec le plan osculateur TMZ de la courbe donnée. 
La courbe donnée, et celle à laquelle les normales principales sont sup- 



posées tangentes, aurntcnt donc les mêmes plnns osculnteurs, et par suite 
(188) les mêmes tangentes, en leurs points correspondants; ce qui est évi- 
demment impossible. 

Il n'y a d'exception que lorsque la courbe donnée est plane; le plan 
osculateur en chaque point se confond alors avec le plan de la courbe, et 
la tangente n'est plus déterminée par la limite de l'intersection de deux 
plans oscu la leurs consécutifs. 

SOS. Les courbes gauches admettent aussi des développées, jouissant 
de propriétés analogues à celles des développées des courbes planes. Nous 
appellerons développée d'une courbe gauche, une courbe telle que ses tan- 
gentes vont rencontrer la 
courbe donnée, et lui sont 
respectivement normales 
au point de rencontre. 

D'après cela, soient tou- 
jours (i, »/, z) les coor- 
données d'un point quel- 
conque M de la courbe 
donnée; {l, n, ç) celles du 
point correspondant N de la développée; a l'arc de cette courbe, compte 
dans le sens HN; p la dislance MN. Les conditions du problème seront 
exprimées par les équations 

{ ^ € — X (in r\ — y d^ % — z _ 

(6J < (iof p da p du p ' 

( (Ê-x)dx + (i]-i/)rfy + (;-z)dz = 0. 
Mais, si nous différentions l'équation 

en tenant compte de la seconde des relations précédentes, il viendra 

{l — x)dl-*- [ri — y)d-n -\- {i — z)dii = f,dp, 

ou, en remplaçant dÇ, d», d; par leurs valeurs tirées des équations (fi), 

*1(J - x)' + (,- j,)' * (s -,)•] = pip. 

Cette relation revient évidemment i 

da^dp, 

et l'on conclut de là, comme nous l'avons fait pour les développées planes 
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(154), que la longueur d'un arc quelconque de la développée est égale à la 
différence des longueurs des normales, tangentes à ses extrémités. Si donc un 
fil flexible est appliqué sur la développée, et s'en détache tangentiellement 
pour se terminer à un point de la courbe donnée, lorsque Ton développera 
ce fil en le tenant toujours tendu, son extrémité libre décrira la courbe. 
L'équation 

($ — x)dx -^ {ri — t/) dy -h (? — z)dz = 

étant différentiée, donne 

{l — x)d*x -+- (y) — y) d^y -i- (Ç — z) d^z — cf«« = 0, 

car la somme de termes 

d^dx -f- dindy ■+■ dçrfz 

est évidemment nulle, les tangentes MT, MN à la courbe et à sa déve- 
loppée se coupant à angle droit. Mais les deux équations qui précèdent 
sont celles de la droite polaire correspondante au point M, si Ton y regarde 
^, y], ç comme des coordonnées courantes; donc le point où, la normaleM 
à la courbe touche la développée de celle-^ est situé sur la droitC'^polaire cor- 
respondante au point M, et, par suite, toutes les développées d'une courbe 
donnée sont des lignes tracées sur la surface polaire de cette courbe. 

Observons encore que le plan osculateur en N de la développée, n'est 
autre que le plan tangent à la surface développable formée par les noi 
maies MN, M'N',..., suivant la génératrice MN. Cette surface s'appuyant sue 
la courbe donnée, le plan tangent contient la tangente MT; le plan osca 
lateur cherché est donc NMT. Il suit de là que le plan osculateur en u 
point de la développée, coupe à angle droit le plan tangent à la surfac 
polaire au même point; la normale principale de la développée est don 
parallèle à la tangente MT de la courbe proposée. 

!I04. Toute développée de la courbe MM'M"... jouit encore d'une pr(> — 
priété remarquable, qui achève de manifester la réalité de ces courbe^ 
en permettant de les construire. Désignons par l'angle NMZ comprît 
entre la normale principale MZ et la tangente à la développée; cetangl^ 
étant le complément de celui que fait MN avec la droite polaire, on ^ 
évidemment 

(^ — a:) X -♦- (yi — y) Y -+- (ç — z) Z = p sin 9. 

Différentiant, observant que Xdx -¥- Ydy -i- Zdz=0, on a 

il — a:) dX H- (ri — y) rfY -♦- (ç — z)rfZ ^ Xdl -*- Ydn h- Zd; 

= p cos 6dâ -¥• sin Qdp. 
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(Il 
Mais les cosinus directeurs de la tangente à la développée étant ~ 

-7-9 -r ' et d(T étant égal à do. il vient 

d<r d<r or 

Xdl -4- Ydri -h Zd^ = sin 0dp, 

et l'équation précédente se réduit à 

(? — a?) dX -»- (yi — t/) (Tif -f- (ç — «) c/Z = p cos 0rfO, 
ou, en substituant à c/X, (fï, dZ leurs valeurs (196) et observant que 

-^ i H ^ a H V = cos 0, 



h celle-ci 



d'où enfin 



p cos 6 Tp- = p cos 6rf0 ; 



T 



Ainsi, l'angle que fait la tangente à la développée avec la normale prin- 
cipale à la courbe varie, lorsqu'on pasise d'un point au point infiniment 
voisin, dune quantité égale à l'angle de torsion de la courbe. 

Or, si Ton mène par le centre d'une sphère de rayon égal à l'unité des 
parallèles aux droites polaires successives de la courbe donnée, on tracera 
sur la sphère une courbe, dont l'arc infiniment petit dr mesurera l'angle 
de deux droites polaires consécutives, et sera égal, par conséquent, à l'angle 
de torsion de la courbe donnée. On aura donc 

dr = J = d0, 
T ' 

d'où, C désignant une constante arbitraire, 

= T-+-C. 

Il suffira donc, après avoir donné à G une valeur déterminée, de mener 
dans chacun des plans normaux snccessifs de la courbe une normale fai- 
sant, avec la normale principale correspondante, un angle déterminé par 
l'égalité précédente : le lieu des points de contact de ces normales avec la 
surface polaire sera une développée. Et comme la constante C peut recevoir 
une infinité de valeurs différentes, toute courbe gauche admet une infi- 
nité de développées, jouissant des propriétés que nous avons exposées. 

305. l»» portion NZ de la droite polaire, comprise entre la développée 
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et la normale principale, est égale à R tg G ; on a donc 

5— Xi = RXtg9, >] — y, = RYtg9, ç — Zi = RZtg9, 

d^oii Ton déduit, pour les coordonnées ($, yj, ç) d'un point de la développée, 
les expressions 

Ç = X -♦- R [1 -♦- X tg (r -♦- C)], 

yi=y-*-R[fx-t.Ytg(T^C)], 

ç = ;^^-R[v-»-Ztg(r-♦- C)]. 

Si l'on a exprimé, en fonction de la variable indépendante f, toutes 
les quantités qui entrent dans les seconds membres de ces équations, 
^9 y}y K seront connus en fonction de f, et ces équations seront celles d'une 
développée quelconque. Mais la recherche des développées se fait plus 
directement en partant des équations 

dj ^ dri ^ d? 
é — .x~yj — y~ç — «' 

d^dx •+• dfidy -^ d^dz = 0, 

où X, c/x,... seront remplacés parleurs valeurs en fonction de t^ dU Cette 
recherche exige l'emploi du calcul intégral. 

306. Lorsque l'on développe sur un plan la surface polaire, les déve- 
loppées tracées sur cette surface se transforment en lignes droites. Pour 
s'en assurer, il suffît de concevoir que le développement de la surface 
polaire se fasse comme il suit : un plan, parfaitement flexible et inexten- 
sible, est supposé enroulé sur la surface polaire, dont il se détache suivant 
une génératrice OZ, pour se confondre avec le plan OZM tangent à la sur- 
face suivant OZ. Concevons ensuite que Ton détache successivement ce plan 
flexible de la surface polaire, en le tenant exactement tendu, en sorte que 
sa portion plane coïncide successivement avec les divers plans normaux 
de la courbe donnée. Si l'on considère ce que devient dans ce développe- 
ment la ligne continue, formée de la normale MN et de l'arc NN'N"... 
d'une développée, il est clair qu'elle joue le même râle qu'un fil flexible 
qui serait appliqué sur la développée, et que l'on développerait en le tenant 
constamment tendu : il resterait tangent à la développée, et sa portion recti- 
ligne croîtrait successivement de quantités égales aux arcs rectifiés de la dé- 
veloppée. Donc, d'après la propriété caractéristique des développées, l'extré- 
mité M de cette ligne décrirait la courbe proposée MM'M"... Donc, lorsque 
la surface polaire est développée sur un plan^ les développées se réduisent 
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à des lignes droites qui toutes vont passer par un même points le point sur 
lequel vient se rabattre toute la courbe donnée. De plus, comme le déve- 
loppement n'altère pas les longueurs des lignes tracées sur la surface, les 
développées sont les lignes les plus courtes que l'on puisse tracer sur la 
surface polaire ^ entre deux quelconques de leurs points, puisque cette pro- 
priété appartient aux droites dans lesquelles elles se transforment par le 
développement. 

307. Dans une courbe plane, le plan osculateur en un point quel- 
conque coïncide avec le plan de la courbe ; la surface polaire est une sur- 
face cylindrique, dont la génératrice est normale au plan de la courbe; sa 
trace sur ce plan coïncide avec le lieu des centres de courbure. L'angle de 
torsion étant nul, cI9 = 0, et l'angle 6 que fait la tangente à une déve- 
loppée donnée avec le plan de la courbe, est constant. Les développées 
coupent donc les génératrices du cylindre sous un angle constant, et sont 
des hélices. Parmi ces développées, une seule est plane, et correspond au 
cas où 6 = : c'est le lieu des centres de courbure, ou la développée que 
nous avons étudiée en traitant des courbes planes. 

Dans une courbe sphérique, tous les plans normaux passent par le centre 
de la sphère : la surfaee polaire est un cane dont ce centre est le sommet. 

Exercices. 

t. Hélice {ch, XX, ex. 1). — Les équations de la droite polaire au point (x, y,z) sont 

Çy — ifjflB -♦- m (ç — «) SES , 
Cas -t- ifjy -+- m* = 0. 

L*équation de la surfece polaire s*obtient en substituant d*abord kx eiy leurs valeurs 
en fonction de z, dans ces deux équations, portant les derniers teimes dans les seconds 
membres, élevant au carré et ajoutant; ce qui donne 

On tire de là 2r, que Ton substitue dans la seconde équation de la droite polaire, et Ton a 

^ ^.^r g±:t/(^-i-i?')tg«T.~o«cot«T l ^ rcosg±:V/($^-4->i«)tg«T-~o«c^T n ^^^^,^ 

I acotr 1 I acotr J 

Le centre de la sphère osculalrice satisfait aux deux équations de la droite polaire, et 

à celle-ci : 

Çy — *2aj = 0, 

d^où Ton tire ç=i^; par suite, ce point coïncide avec le centre de courbure. L^arète de 
rebronssement de la surface polaire se confond donc avec le lieu des centres de cour- 
bure : la surface polaire est une héliçoïdc dé?eloppable, lieu des tangentes à rhclice qui 
est le lieu de ces centres de courbure (cb. XXII, ex. 1). 
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Les cquutions d*uiic dc?cIoppéc de Thélice sont, Tare « de i*hélice étant pris poar 
variable indépendante, 



K 



acosTl f'\ f' ' \. f a« + C \1 

= 7-T— cos T sin I - sin T 1 — cos ( - sm t I tg ( -: | , 

sin»T L \<» / \a y ^sinrcosTyl 

acosTf f' ' \ ' f' ' \, f aB-\-C W 

yj = r-r— «OS T.COS ( - Sin r I -4- Sin I - Sin t I Ig | -; 1 1, 

a f ««-♦-€ ^ 

Ç = « cos T : tg I -: j- 

sin T y^sin t cos t/ 

9. Sur un rayon d'une sphère comme diamètre, on décrit un cercle, que Ton prend 
pour base d'un cylindre droit. Trouver la courbe d'intersection du cylindre et de la 
sphère, et lui appliquer les formules générales. 

R. Le rayon de la sphère étant pris pour unité, et son centre pour origine, Taxe des 
z parallèle à la génératrice du cylindre, Taxe des x passant par le centre de sa base, soit 
ea l'angle que fait le plan YZ avec le plan passant par l'aie des z et un point de la courbe. 
Les équations de la courbe sont 

X = sin' 6); y = sin u cos «, z = cos u. 
Tangente et plan normal : 

-7-77-= — ?r- = — r-^ ; I sin 2û> -♦- >7 cos 26) = ç sin w. 
sin ZM cos z&) — sin <a 

Différentielle de l'arc : 

<f< = d&> V^l -h sin'ct). 
Plan osculatcur : 

I cos w (1 -H 2 sin* ûj) — %\ sin' w -h 2ç — cos w (2 -♦- sin* w) = 0. 

Rayons de courbure et de torsion : 

„ (l-+-sin*w)* _ 5-*-3sin*w 
R = - - — I T== — -T—, 

1/5 -H 3 sin* w ^s'»" 

Equations de la droite polaire : 

1 

% sin 26) + v7 cos 2w :=s ç sin &>, \ cos 2u — >7 sin 2u = - ç cos &>. 

z 

Equation de la surface polaire : 

i 1 

^(^4-vî*) — Ç»— 3Ç5>2 3 = 0. 

3. Trouver, pour une courbe quelconque, l'angle s de deux normales principales infi- 
niment voisines, leur plus courte distance vj, Tinclinaison r de cette plus courte distance 
sur la tangente, l'élément às^ de l'arc de la courbe, lieu des centres de courbure, et 
l'angle ^ sous lequel cette courbe coupe la droite polaire. 

R. Par le point donné M, on mène la tangente, la normale principale et la normale au 
plan osculateur; puis des parallèles aux droites correspondantes pour un point infini- 
ment voisin M^ On projette celles-ci sur le plan normal, puis sur le plan osculateur en H, 
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et Ton trouve, en ayant égard aux théorèmes du no 36, 



=''\/¥^^ 



T Td8 n R«T 

tgT=:-» Tn = 



En projetant Parc ds^ sur la normale principale et sur la droite polaire, on obtient 

rd8 R 

R, T, r, u ayant la même signification que dans ce qui précède. 

4. Une courbe dont le rayon de courbure R est constant, et le lieu de ses centres de 
courbure, ont même normale principale en chaque point : chacune d*ellcs est la ligne 
des centres de courbure et Parcte de rebrousscment de la surface polaire, par rapport à 
Tautre; leurs rayons de courbure sont égaux, et le produit de leurs rayons de torsion est 
constant, égal au carré du rayon de courbure commun. 



CHAPITRE XXIV. 

§ 1. SURFACES ENVELOPPES. 

30S. La théorie des surfaces enveloppes est analogue à celle des courbes 
enveloppes (ch. XIX). Une équation 

(i) F (x, t/, ;î, a) = 0, 

a étant un paramètre arbitraire, représente une infinité de surfaces. Deux 
surfaces, correspondant à deux valeurs a, a -♦- A du paramètre, se cou- 
pent suivant une courbe, qui a pour limite une courbe déterminée, lorsque 
h tend vers zéro. Le lieu de ces courbes limites est l'enveloppe des surfaces 
comprises dans l'équation F=0. 

On prouverait, comme au n® 168, que l'équation de l'enveloppe s'ob- 
tient en éliminant le paramètre a entre les équations 

dP 

pourvu que la fonction F ne soit pas à détermination multiple. 

L'enveloppe touche chacune des enveloppées tout le long de la courbe 
d'intersection limite; on le démontre comme au n" 170, Soit a =9(0:, y, z) 
la valeur de a tirée de la seconde équation ; l'enveloppe a pour équation 

F (^5 y. «> 9) = û, 
et Ton a, en différentiant totalement, 

rfF , dF . rfF , (/F 
dx dy ^ dz d(p 
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Mais -T- est nul identiquement, et Ton a, pour dëterminer dz, la 
a(p 

même équation que si Ton avait diffërentié l'équation d'une enveloppée, 

sauf que a est remplacé par 9. Et comme, en chaque point de la courbe 

commune à Tenvcloppée et à l'enveloppe, 7= a, le dz a la même valeur 

pour les deux surfaces en chaque point de cette courbe. Il en résulte que 

les dérivées partielles p ci q de z sont les mêmes de part et d'autre, et que 

les plans tangents coïncident. 

309. Quand l'équation (i) est celle d'un plan mobile, l'enveloppe est 
le lieu d'une droite; c'est une surface réglée, et déplus, développable, 
puisque d'après le théorème ci-dessus, le plan mobile touche la surface 
enveloppe tout le long d'une génératrice de celle-ci. Réciproquement, toute 
développable peut être considérée comme l'enveloppe d'un plan mobile, 
savoir, le plan osculateur de l'arête de rebrousscment de la surface. En 
effet, deux plans osculateurs infiniment voisins se coupent, à la limite, 
suivant la tangente à l'arête, c'est-à-dire suivant la génératrice de la déve- 
loppable. 

La surface polaire d'une courbe gauche, d'après sa définition (198), est 
l'enveloppe des plans normaux à cette courbe. La règle ci-dessus, appliquée 
à l'équation du plan normal, conduit immédiatement aux équations de la 
droite polaire et de la surface polaire, et de plus, le théorème général du 
numéro précédent nous ramène à la propriété du plan normal, d'être tan- 
gent à la surface polaire (199). 

310. Si l'équation de la surface enveloppée renfermait deux paramè- 
tres a et (3 liés entr'eux par une équation, en sorte que l'on eût 

(2) F (or, y, z, a, (3) = 0, 9 (^, P) = 0, 

on suivrait la même marche qu'au n*» 171, La limite de l'intersection de 
deux surfaces infiniment voisines serait déterminée par les équations (2) et 
par celles-ci 

dF dFdJ^_ rfç ^^_A 

da "^ rfp da~ ' da "^ d3 da~ ' 

et l'élimination de a, (3, d^idx entre ces quatre équations donnerait 
réquation de l'enveloppe. On opérerait de même si l'on avait trois para- 
mètres liés entr'eux par deux équations, etc. 

ail . Il existe un autre genre de surfaces enveloppes. Reprenons l'équa- 
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tion d*une surface variable 

F(x,y, z, a,P) = 0, 

a, (3 étant des paramètres indépendants. En cherchant la limite de Fiiitcr- 
section de cette surface par une surface infiniment voisine, on trouverait 
encore que cette courbe satisfait à l'équation 

dcL d^ da 

et comme d^ida est indéterminé, cette courbe dépendrait de la relation 
arbitraire que Ton établirait entre les paramètres ce et|3. Mais il y a un ou 
plusieurs points de la surface F=0 qui sont communs à toutes ces courbes; 
ce sont ceux dont les coordonnées annullent les dérivées partielles de F 
par rapport à a et à (3 : le lieu de ces points est dit la surface enveloppe 
des surfaces comprises dans l'équation F(x, y, «, a, [3)==0. L'équation de 
cette surface enveloppe résulte de l'élimination de a, j3, entre les équations 

F(r,y,^,a,(3) = 0, -^ = 0, ^ = 0. 

Chacune des enveloppées, correspondante à des valeurs déterminées de 
de a, (3, est touchée par la surface enveloppe, au point d'intersection limite 
défini par les équations précédentes. La démonstration de cette propriété, 
analogue à celle que nous avons donnée plus haut, n'offre aucune difiîculté. 

Exercices. 

M . Enveloppe d*un plan qui coupe les axes rectangulaires OX, OY, OZ, aux distances 



a* «• a* 



respectives 1 » » o, 6, c étant donnés. 

a-^a 6-t-a c-ha 

R. L^équation de Tenveloppe est 

(as -H y -♦- 2)* 4- ^ {ax + 6y -4- cz) =: 0. 
9. Enveloppe des sphères, ayant leurs centres sur une ellipse, et passant par le centre 
de Tellipse. 

R. Les équations de Tellipse étant 

a* 6« ' ' 

celle de Tenvcloppe sera 

(a^ -t- yt ^ ^1)8 __ ^ (a«jc« ^ i»yi) — 0. 

S. On coupe un ellipsoïde par un plan : trouver Tenveloppe des plans tangents à 
Pellipsoïde aux différents points de la section. 

R. Les équations de Tellipsoïde et du plan sécint étant 

ar 6* c* 
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celle de Pcnvcloppe sera 

(o«/« -^ 6«m* -^ c»n« - p«) T- ^ |jH- 1 _ 1 j — (te -^ my + »u — p)«=0. 

C'est un cône qui a son sommet au point dont les coordonnées sont 

4. Enveloppe du plan qui détache d*un trièdre tri-rectangle un tétraèdre à volame 

constant A*. 
R. La surface, rapportée aux arêtes du trièdre, a pour équation 

xyz = 27A;». 
ft. Enveloppe de la surface 

les paramètres (a, ^, y) satisfaisant à Péquation 

(E>(f>(0'=- 

R. L^équation de la surface enveloppe est 

ttip fnp mp 

(i)"'-(0'~'*0)"'='' 

•. Trouver Penveloppc du plan passant par les projections d*un point quelconque de 
Pellipsoïde sur ses trois axes. — Cas particulier du problème 5. 

H. Trouver Pcnvcloppe du plan 

Ix H- my H- n;? =: V, 
les paramètres /, m, n, V vérifiant les équations 

où a, 6, c sont donnés. 
R. Posant r* = œ* -♦- y» -h z», on trouve 

05* y* z* 



r* — a* r* — b* r* — c' 



= 1. 



§ 2. CONTACTS DES COURBES GAUCHES, DES SURFACES. 

^1^, Contact des courbes gauches. — Deux courbes (A) et (B) ayant un 
point commun M, si l'on mène à une distance infiniment petite du point M un 
plan qui coupe ces courbes respectivement en M' et jut', et si la distance M'/i' 
est de Tordre w-t-1 par rapport à Parc MM', on dit que les deux courbes ont, 
au point M, un contact de Tordre n. Cette définition sera d'ailleurs indépen- 
dante de la direction du plan sécant, s'il n'est point parallèle à la tangente 
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en M à Tune des courbes (A) ou (B), comme on le prouverait en décrivant 
du centre M une sphère de rayon MM' et raisonnant comme au n** 163. 

Supposons que ce plan soit parallèle au plan des xy; l'arc MM' étant de 
même ordre que Paccroissemcnt de z lorsque l'on passe du point M au point 
M', et la distance M'/x' étant, en général, de même ordre que ses projections 
sur les plans XZ, YZ, on conclut immédiatement de ce qui précède que, 
si les courbes (A) et (B) ont en M un contact de l'ordre n, leurs projections 
sur les plans XZ et YZ auront un contact du même ordre; et, par consé- 
quent, les dérivées 

dx d^x rf"x dy d^y d**y 

dz dz* dz*"^ dz dz^ di^ 

auront respectivement mêmes valeurs dans les deux courbes, au point 
considéré. 

Si les équations de la courbe (B) renfer-ncnt un certain nombre de 
paramètres arbitraires, on pourra déterminer tes paramètres par la condi- 
tien que les courbes (A) et (B) aient un contact dt l'ordre le plus élevé pos- 
sible : on aura la courbe osculatrice de l'espèce (É). 

Exercices. Chercher la droite osculatrice et le cercle oscuî^eteur en un point d'une 
courbe donnée (Â). On trouvera, respectivement, la tangente ei le cercle de courbure, 
comme il était facile de le prévoir. 

913. Une courbe (A) et une surface (S), qui ont un point commun M, 
ont en ce point vn contact de l'ordre n, lorsque, prenant sur la courbe 
un arc infiniment petit du premier ordre MM', et abaissant du point M' 
une normale M'M" terminée à la surface, on trouve cette distance M'M" 
infiniment petite de l'ordre n-+- i. On conclut facilement de là que la dif- 
férence des ordonnées de la courbe et de la surface, qui répondent à un 
même accroissement infiniment petit Ar de la variable indépendante à 
partir du point M, sera aussi de l'ordre n -♦- i par rapport à Ai, pourvu 
que la direction de ces ordonnées ne soit parallèle, ni h la tangente à (A), 
ni au plan tangent à (S), au point M. On développera par la formule de 
Taylor la différence des ordonnées de la courbe et de la surface, suivant 
les puissances de Ai, et l'on obtiendra les conditions analytiques du contact 
de l'ordre n. Ces conditions pourront servir à déterminer les paramètres 
arbitraires de l'équation d'une surface (S), de telle manière que cette sur- 
face ait avec une courbe donnée, en un point donné, un contact d'ordre 
aussi élevé que possible. 

Par exemple, l'équation du plan renfermant trois paramètres, on pourra 
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lui imposer un contact du second ordre avec une courbe (A) : on trouvera 
le plan osculatcur. 

LVquation de la sphère renfermant quatre paramètres, une sphère 
pourra avoir avec une courbe (A) un contact du troisième ordre : on 
retrouve ainsi la sphère oseulatrice. 

914. Contact de deux surfaces. — Deux surfaces, (S) et (2), qui ont 
un point commun M, ont en ce point un contact de Tordre ;?, lorsqu'à une 
distance infiniment petite du premier ordre du point M sur la surface 
(S), la distance WM'' des deux surfaces, mesurée normalement h Tune 
d'enlr'clles, est un infiniment petit de Tordre n-^i. Si Taxe desz n'est pas 
parallèle au plan tangent à Tune des deux surfaces en M, la différence des 
ordonnées dos surfaces (S) et (1) parallèles à cet axe, dans le voisinage du 
point M, sera aussi de Tordre n+1 par rapport aux accroissements infini- 
ment petits A et & de X et de t/, considérés comme étant du premier ordre. 

D'après cela, si Ton développe par la série de Taylor (H8) la différence 
des ordonnées des surfaces (S) et (2), suivant les puissances de h et de fc, on 
voit immédiatement que la condition ci-dessus revient à la suivante : il faut 
et il suffit que les dérivées partielles de r, jusqu'à Tordre n inclusivement, 

dz dz d^z d^z d^z d^'z d*z 

dx dy rfx' dxdy dy* dx" dy* 

conservent les mômes valeurs, au point M, lorsque Ton passe de la surface 
(S) à la surface (2). 

Si l'équation de la surface (2) renferme des paramètres indéterminés, 
et que Ton détermine ces paramètres en assujétissant la surface (2) à 
avoir, au point M, un contact d'ordre aussi élevé que possible avec (S), 
on obtiendra la surface (2) oseulatrice de (S). Ainsi, l'équation du plan 
renfermant trois paramètres, la condition d'un contact du premier ordre 
avec la surface (S) suffit pour les déterminer. On trouve ainsi le plan 
tangent à la surface (S). 

L'équation d'une surface du second ordre contient neuf paramètres : on 
peut donc lui donner un contact du second ordre, et il restera trois arbi- 
traires dont on pourra disposer pour satisfaire à d'autres conditions (0. 



(i) Nous ne faisons qu'indiquer ces théories des divers ordres de contact des lignes ou 
des surfaces. On les trouvera développées dans les Applications du calcul infinitésimal 
à la géométrie de Caucut, 21""« et 22n»« leçons. 



DEUXIÈME PARTIE. 



CALCUL INTÉGRAL. 



LIVRE QUATRIÈME. 



INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. 



CHAPITRE XXV. 



NOTIONS FONDAMENTALES. 



915. Le calcul intégral est Finverse du calcul différentiel : il a pour 
objet de remonter, des relations données entre les variables et leurs diffé- 
rentielles, aux relations qui ont lieu entre les variables seulement. 

Le cas le plus simple de ce problème, celui qui nous occupera d'abord, 
est celui où Ton se propose de trouver une fonction d'une seule variable, 
connaissant sa dérivée par rapport à cette variable en fonction explicite de 
celle-ci. Mais ce problème présente une liaison intime avec le problème 
des limites de sommes dont nous avons parlé au commencement du 
cours (35), et que nous avons énoncé ainsi : Trouver la limite vers laquelle 
converge la somme des valeurs successives d'une fonction, multipliées 
respectivement par les accroissements infiniment petits correspondants de 
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la variable dont elle dépend, celle-ci étant supposée passer d'une valeur 
donnée à une autre valeur donnée par un nombre indéfiniment croissant 
de valeurs intermédiaires. 

Pour établir cette relation, appelons f(x) la fonction, et admettons 
qu'elle soit continue par rapport h x depuis x=Xo jusqu'à a;=X, XoCt 
X étant deux valeurs déterminées de x. Concevons que la variable passe de 
la valeur Xo à la valeur X par une suite d'accroissements de même signe 

Xi Xo, Xj — Xi,,.,., X Xn_l, 

désignés en général par Ax, et soit 2f(x) Ax la somme des valeurs de la 
fonction multipliées respectivement par ces accroissements, en sorte que 
l'on ait 

2 f (x) Ax = (Xi — Xo) f (Xo) -t- (Xa — Xi) f (X|) H h (X — X„_i) f (x«-i). 

Lorsque tous les accroissements Ax tendent vers zéro , n devenant 
infini, la somme 2f(x)Axtend vers une limite finie et déterminée. En 
effet, si l'on construit la courbe représentée en coordonnées rectangu- 
laires par l'équation 

t/ = f(x), 

la quantité 2f(x)Ax représentera (52) la somme des rectangles construits 
sur les ordonnées de cette courbe qui répondent aux abscisses Xo^ Xi,..., 
Xn_i, et sur les portions infiniment petites correspondantes de l'axe des x; 
or, cette somme a pour limite, comme nous l'avons démontré, l'aire plane 
comprise entre la courbe, l'axe des x, et les ordonnées f(xo), f (X), aire qui 
est nécessairement finie et déterminée. 

Nous supposons ici, implicitement, que X — Xo et f(x) soient positifs; 
mais il est facile de voir que, s'il en était autrement, il suflSrait de regarder 
comme négatives les aires correspondantes de la courbe, pour que nos 
conclusions subsistent entièrement. 

Cette limite de 2f (x)Ax, pour des valeurs infiniment petites de Ax, a 
été désignée par la notation 

.X 

f(x)dx. 



^0 



et se nomme l'intégrale définie de î(x)dx depuis Xo jusqu'à X; Xo, X sont 
les limites de l'intégrale. On aura donc, par définition. 



f 



f (x) dx = Uni 1 f (x) Ax. 
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916. Concevons maintenant que, la limite Xo restant invariable, on 
fasse varier la limite X ; la valeur de l'intégrale variera avec X, et sera 
une fonction déterminée de cette quantité. Remplaçons X par x pour indi- 
quer plus clairement que cette limite est variable; la fonction de x désignée 
par la notation 

•a; 

f (x) dx 



\ 



^0 



sera toujours représentée géométriquement par Taire plane comprise entre 
la courbe t/ = f(x), Taxe des r, une ordonnée fixe f(xo), et une ordonnée 
variable f(x). Il suit de là, d'abord, que cette fonction est continue par 
rapport à x en même temps que f(x), car, si un accroissement infiniment 
petit de l'abscisse produit un accroissement infiniment petit de l'ordonnée 
delà courbe, l'accroissement correspondant de l'aire de courbe sera aussi 

infiniment petit, et par suite celui de la fonction i f (x) dx. 

De plus, nous avons fait voir (141) que Taire d'une courbe plane, entre 
une ordonnée fixe et une ordonnée variable, est une fonction de l'abscisse 
X de cette dernière ordonnée, qui a pour dérivée par rapport à x l'or- 
donnée elle-même, si les axes sont rectangulaires. Cette propriété, qui 
subsiste quels qiie soient les signes de x — x© et de f (x) si Ton conserve 
la convention ci-dessus, nous donne ce théorème général : 

Théorème I. La limite de somme que nous désignons par la notation 



f 



X 

f(x)dx, 



est une fonction de la variable x, dont la dérivée par rapport à x est 
égale à f (x). 
. On a donc 

^X mX 

dA f(x)rfx=f(x), d^ î{x)dx = î{x)dx. 

Quand la limite supérieure de l'intégrale sera variable, la limite infé- 
rieure étant une constante xo, comme ici, nous dirons simplement que 
rintégrale est prise à partir de Xo, réservant le nom d'intégrale définie 
pour le cas où les deux limites sont des constantes données. 

• 

81T. Plusieurs conséquences importantes résultent du théorème énoncé. 
!•> Il est d'abord démontré que le problème de calcul intégral dont nous 

26 
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voulons nous occuper admet toujours une solution, c'est-à-dire qu'il existe 
toujours une fonction y de x propre k satisfaire à Féquation 

dy = f (x) dxy 
f (x) ëtant une fonction continue donnée. Car la fonction I f{x)dx, dont 

nous avons dëmontrc Tcxistcnce, jouit de cette propriété comme on vient 
de rétablir. 

â" Supposons que Ton ait trouvé, par une méthode quelconque, une 
fonction F(x) qui satisfasse à la question, c'est-à-dire qui ait pour dérivée 
la fonction proposée f(x). En lui ajoutant une constante arbitraire G, on 
aura une nouvelle solution, plus générale, de la question, puisque la 
dérivée de F(x) -♦-€ sera encore f(x). C'est même la plus générale, car on 
a démontré dans le calcul différentiel (51) que deux fonctions de x, dont 
les dérivées sont constamment égales, ne peuvent différer que par une 
quantité indépendante de x. Toute fonction de x ayant pour dérivée f(x) 
sera donc comprise dans l'expression F(x)-4-C, C étant une constante 
arbitraire. Donc 

Théoréhe II. Lorsque l'on a trouvé une fonction F (x) cfe x dont la déri- 
vée est égale, pour toute valeur de x comprise dans un intervalle déterminé, 
à une fonction donnée f (x), on aura la fonction la plus générale qui rem- 
plisse la même condition dans le même intervalle^ en ajoutant à la pre- 
mière F(x) une constante arbitraire. 

Cette fonction la plus générale dont la dérivée est f(x), se nomme 
l'intégrale indéfinie de f(x)dx, et se représente par la notation 

fï(x)dx. 

Les signes d, f indiquent donc deux opérations inverses l'une de 
l'autre, et qui se détruisent : 

dfî (x) dx = f (x) dx. 

5° Enfin, le théorème I ramène, comme nous l'avons dit, le problème 
des limites de sommes à dépendre d'une question de calcul intégral. Sup- 
sons qu'il s'agisse de déterminer cette limite d'une somme d'infiniment 
petits que nous désignons par la notation 

.X 

f(x)dx. 



l 



On cherchera d'abord une fonction F (x) dont la dérivée, pour toute 
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valeur de x entre Xo et X, soit égale h f (x) ; on lui ajoutera uiie constante 
arbitraire C, et Ton aura l'intégrale indéfinie de f(x)dx. 

On sait, d'autre part, que l'intégrale prise à partir de Xo, c'est-à-dire la 
fonction 

•X 

f(x)rfx, 



Xq 



i 



a pour dérivée f(x); elle est donc comprise dans l'intégrale indéfinie, et 
répond h une certaine valeur Ci de la constante C. On a donc 

iX 

f(x)dx = F(x)-4-Ci. 

Xq 

Pour déterminer Ci, on observe que l'intégrale est nulle, évidemment, 
pour x=Xo, et en introduisant cette hypothèse dans les deux meiiibres, 
on trouve 

= F (xo) -^ C, C, = — F (xo), 

,x 

f(x)rfx = F(x) — F(xo). 



•'aJo 



Enfin, il suffit de donner à la variable la valeur particulière X, dans 
cette égalité^ et l'on aura 

.X 

f(x)rfx=F(X) — F(xo). 



Jxq 



Théorème III. La somme des valeurs successives d'une fonction continue 
f (x), multipliées respectivement par les accroissements infiniment petits 
correspondants de la variable, lorsque celle-ci passe d'une valeur Xo à une 
valeur X, a pour limite l'accroissement total que prends dex=Xo à x=X, 
une fonction F(x) quia pour dérivée f{x). 

Ce théorème important , qui exprime la relation annoncée, se vérifie 
d*ailleurs en observant que l'accroissement total de F(x) est la somme de 
ses accroissements. infiniment petits, et que ceux-ci peuvent être (43) rem- 
placés par les valeurs successives de la différentielle de F(j), en sorte que 

F (X) — F (ro) = 2AF (x) = lim IF {x) Ax = Uni 2 f (x) Ax = l f (x) dx. 



Xq 



918. La recherche des limites de sommes se ramenant à celle des 
fonctions dont la dérivée est donnée, on conçoit sans peine Futilité du 
calcul intégral dans une foule de questions qui dépendent de l'évaluation 



I 
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de ces limites, comme la quadrature des aires planeSy etc. 0). Pour en 
donner un exemple très-simple, supposons qu*il s*agisse de trouver Taire 
de la courbe dont l'équation est, en coordonnées rectangulaires, 

_ i 

entre les ordonnées qui répondent k x=0, a?=1. . 
D*après ce qui précède, cette aire est représentée par Fintégrale définie 



$ 



* dx 







Or, on sait que la fonction arc tgx a pour dérivée (i H-x*)"^, et si Ton 
applique Téquation ci-dessus^ on aura 



f 



dx ,., ,_ 71 



r = arc tg (1) — arc tg (0) = - = 0,785598... 

Ce sera donc là la valeur de Taire demandée. 

Dans tout ce qui précède, nous avons admis que la fonction f(x) soit 
continue depuis x=Xo jusqu'à x=X, Xo et X ayant des valeurs finies. 
Si pourtant elle devenait discontinue sans devenir infinie, pour une ou 
plusieurs valeurs de x comprises entre Xo et X, on reconnait facilement 
que tous nos raisonnements subsisteraient. Il existerait encore une fonction 
continue F(x), ayant sa dérivée égale à f (x), et à laquelle les théorèmes II 
et III s'appliqueraient. Mais si la fonction f(x) cessait d'être finie soit aux 
limites, soit entre les limites, il faudrait un examen particulier. 

La recherche des intégrales définies étant ramenée à celle des intégrales 
indéfinies, nous nous occuperons d'abord de ces dernières. 



CHAPITRE XXVI. 

DIVERSES MÉTHODES D'INTÉGRATION. 

919. La différentiation et l'intégration étant deux opérations inverses 
l'une de l'autre, chaque proposition concernant la première a sa réciproque 



(i) C'est pour cela que Ton appelle ordinairement quadrature Topération par laquelle 
ou chcrelic Pintégrale indéfinie d^unc fonction donnée. 
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concernant la seconde. Ainsi, a désignant une constante, on a 

faî[x) dx = afî[x) dx ; 

car le second membre a pour différentielle, d'après une règle établie dans 
la première partie, a{{x)dx\ et comme il renferme implicitement une 
constante arbitraire, il est égal à Tintégrale indéfinie de aî{x)dx. 

Ainsi, tout facteur constant peut être mis hors du signe d'intégration. 

Les autres règles de différentiation donnent pareillement divers théo- 
rèmes, qui constituent autant de procédés d'intégration, et que nous allons 
passer en revue. 

220. Intégration immédiate, — Lorsque, dans l'expression à intégrer 
f(jr)dx, on reconnait la différentielle d'une fonction connue F(x), il suffît 
d'ajouter à celle-ci une constante arbitraire pour obtenir l'intégrale indé- 
finie de f (x) dx. En appliquant cette remarque aux différentielles des fonc- 
tions simples, on obtient immédiatement le tableau suivant, qui répond à 
celui du n° 57. 

\ x^dx = r H- C, \ A'dx = --- h- C, 

J o-*-l J LA 

fe'dx = e* H- C, l — = I. x h- C, 

yeos xdx = sin X H- C, ^sin xdx = — cos x h- C. 

C dx ^ ( d^ 

\ — -— = tff X -I- C, 1 . , = — col X -♦- C, 

J cos* X J sur X 

f dx . r^ Ç dx 

\ , = arc sin r -♦- C, \ = arc tg x -4- C, 

J /l— X* J i -*- x« 

etc. 

Ces formules constituent une sorte de dictionnaire que la mémoire doit 
bien posséder, parce que c'est à elles que l'on tend toujours à réduire 
toute intégration. 

221. Intégration par substitution. — Cette méthode, basée sur la 
règle pour différentier une fonction de fonction, consiste en ceci : soit 

M = yf(x)dr, d'où du = f{x)dx. 

Si nous posons x = cp(z), z désignant une nouvelle variable, nous 

aurons 

dx = (p'{z) rfz, dw = f [cp(^)] 9' {z) dzy 
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et par conséquent ti, considéré comme fonction de z, sera donné par la 
formule 

Or, on conçoit que la relation entre x et 2 pourra être, dans bien des 
cas, choisie de manière à simplifier l'expression de la différentielle de t/, 
et à la ramener k une forme immédiatement iotégrablc. Ayant la valeur 
de u en fonction de z, on tirera celle de z en fonction de x de Péquation 
x = (f(z)y et en la portant dans l'expression de t/, on aura l'intégrale 
demandée. 

Par exemple, soit à chercher 

f ^^ 
j a -I- 6x ' 

on posera 

a -H 6x = z , d'où bdx = dz^ 
et l'on aura 

Ç dx \ C dz i, ^ i,, Lx/. 

\ r-=T \ — = rl.5:-4-C = 7l. (a-t-6x)-hC. 

J a-ï-hx j z b b 



1 



De même, 

dx i ( dz 11^ i 

t\— = — ; :tt 7+C = — :; -m t—. — ; +C. 



(a-4-6x)** 6jz** (m — i)6z"»""* (m — i)6(a-»-6x)"»-* 

L'intégrale 

* f ^^ 

J sin X cos X 

s'obtient en divisant par cos* x les deux termes de la fraction et posant 
tg X = z. On trouve 



$ 



dx C dz , ^ , ^ 

= \— = 1.2-*-C = l.tgx + C. 



sin X cos X J z 



C dx _ i 
J a^ -t- 6 V ~ a6 



. — . bx ^ 
Exercices. \ ^ . n^a = n ^'^^ *^S ^" ^ î 



C dx . a; _ f ccda? , x-- 

I - = arc sin - -H C ; I = — k o* — ar-j-C; 

— r--=l.l.a;H-C: V -r r — = — arctg | -7- I H-C; 

xlx ' J aV-+-^>e-' «^ \^ J 

Jxdx 1 SD* ^ r (te 1 /tg aî\ 

-T tc= s~i arc tg — -i- C; \ •; r- = — arc tg I -2— J -i- C ; 

0* + »* 2ft« ^a* ' jl-hcos*aj ^ \l/2/ 
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a» 







/• ''*^' on aura 

dos 



etc. etc. ^'■(«'nal•;^.c . /• 

J ' g -P(l.x)+c^ 



"'^«(telles est / ' '^^«^'•a/e ^. / '""P''«e dans ;« • 



1 . ^"J^^ 



'«« enfin 






dx 



Jsin«x=*fe*^cota:+c-^ „ 
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Jdx 1 
= - [x —- 1. (a -»- âc*)] 4- C ; 

I dx\/ = arcsinaî - V^ i — a?" -4- C ; J*t%*xd<c = igx — «-4-C; 



dx 1 1 

2I.tg.«-f-C; 



sin'xcos'a? 2cos*a5 2sin'x 



l cos* xdx = - I (1 -4- cos 2x) dx = - (x -4- sin x cos x) 4- C ; 

f . ^ j f cos(a-f-^)x cos(a— jS)x 

\ sm ax cos ^xdx = — 1 — rr; S^ S7 TT -*- ^ ; 

923. Intégration par partie. — En désignant par w, v deux fonctions 
d'une variable x, on a trouvé pour différentier le produit uv la formule 

d, uv = rdw -4- tidv , 
d'où 

t/rfr = d.uv — vdu. 

Intégrant les deux membres et appliquant la règle (222), on aura 

y vdv = uv — y vdu. 

Cette équation constitue la règle de l'intégration par partie. Toutes les 
fois que la différentielle donnée î(x)dx sera décomposable dans le produit 
d'une fonction u par la différentielle dv d'une autre fonction, cette règle 
ramènera le problème à la recherche de l'intégrale de vdu^ qui sera 
souvent plus facile à trouver. Soit, comme exemple, h déterminer l'intégrale 

y arc tg X dx. 

Faisant dans la formule générale u = arc tg ar, r = x, on a 

y arctga:dx=ia:arctgx — V ^ = xarc tga: — - J.(i -4-x')-4- C. 

Soit encore, m étant entier et positif, 

y x*» cos xrfx =y x'"rf(sin x) = x*" sin x — m/x"*^^ sin xdx. 

Une seconde intégration par partie ramènera cette intégrale à celle de 
jpm-îçQs xdx^ et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on arrive à ycosxc/x ou à 
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fsinxdx^ lesquelles, étant connues, feront connaître toutes les pré- 
cédentes. 

Exercices. f a?t'dx = c* (x* — 3a;* -♦- 6x — 6); 

y arc sin x dx=: x arc sin x -h [/{ — £c* -♦- C ; 

Jxe'dx e* _ Ç x arc sin xdx , y-, j 

(i-4-x)« !-+-« j v/r=i? 

V arc smac = arc sm »H- s 1.(1 — ap*) -i-C; 

J (l-x«)i l^l-«^* 

224. Remarques. 1° 11 arrive souvent que Fintcgrale d'une même 
expression , obtenue par divers procédés, se présente sous des formes 
différentes, ce qui peut tenir h ce que Ton a dégagé de la constante arbi- 
traire une constante déterminée, pour la réunir à la fonction qui repré- 
sente Fintégrale. Cest ainsi que l'intégrale 

r dx 

I •; i = are tff a? -4- C 

peut se présenter sous la forme 



1 



dx X — i ^ 
r = arc tg j -^ Cl, 



si Ton pose C = Ci — -5 et si Ton observe que Ton a 

4 

TT X — i 
- = arc tff i , arc tg x — arc ts; 1 :=: arc Ig • 

2° On a démontré que, F(x) désignant une fonction qui a pour différen- 
tielle f{x)dx pour toute valeur de x comprise dans un intervalle déter- 
miné, toute fonction qui jouit de la même propriété dans le même 
intervalle ne diffère de F(x) que par une constante. Il faut bien se garder 
de conclure de là que l'intégrale de f[x)dx soit nécessairement représentée 
par une même expression analytique, dans toute l'étendue des valeurs de 
la variable. Il peut se faire que l'intégrale, Représentée entre certaines 
limites de la variable par une expression, soit représentée entre d'autres 
limites par une autre expression; et la première pourrait devenir imagi- 
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ginaire dans ce second intervalle, sans que Fou fût en droit d*en conclure 
que la différentielle proposée n'admet plus d'intégrale réelle. Par exemple, 
si Ton suppose x <[ a, on a 

=5 — 1. (o — x) H- C. 



\ 



a — X 



C, 



Lorsque x devient ^a^ a — x est négatif et son logarithme imaginaire; 
mais, comme la fonction à intégrer reste réelle, il est évident qu'elle admet 
encore une intégrale réelle. Or, on a 

(_^=_(_^:^ I.(X_«). 

J o — X j X — a 

et sous cette forme, l'intégrale est réelle pour x > a. Ainsi, l'intégrale de 
la différentielle proposée a pour expression analytique — 1. (a — x) ou 
— 1. (x — a), selon que xcst < ou > a. 

On ne doit pas perdre de vue cette remarque toutes les fois que l'on 
intègre par logarithmes. 

Exercices (combinaison des diverses méthodes). 

dajl/o*-— œ* = -I/o* — »"-»- ~ arcsin - -h C: 

2 2 o 

^ ■ /"« «y <* 

x^ Il 

I , arc tg xdx = a? arc tg a; — - (arc tg a?)* — - l. (1 -*- x*) -h C. 

dx arc sin \ / = i das arc tg \ / î = (a -*- a;) arc tg \ / {/âx-^C. 



gWarctiox 



da?= i- f i-*-C. 

1 -♦- ni* 



1. - -4-C, SI Ir — 4ac>0; 



J a 



dx J 2 



bx-^cx* J 2c«-+-6 



si 6* — ^oc=0; 



arc tg > Si 6»— 4ac<0; 



l/^c— 6» V/ïôT^^ 
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CHAPITRE XXVII. 

INTÉGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 
§ 1. DÉCOMPOSITION d'uNE FRACTION RATIONNELLE EN FRACTIONS SIMPLES. 

5t25. L'intégration des différentielles rationnelles reposant, en grande 
partie, sur la décomposition d'une fraction rationnelle en fractions plus 
simples, nous traiterons d*abord cette dernière question. 

Soient f(x), F(x) deux fonctions rationnelles entières de la variable x; 
a une racine réelle de l'équation F{x) = 0, et m son degré de multiplicité, 
en sorte que 

(i) F(x) = (x-a)-Fi(x), 

Fi (x) étant une nouvelle fonction rationnelle entière de x,qui ne s'annulle 
plus pour X = a. On posera, A étant une constante finie, 

A=i^, d'où f{a) — AFi(a) = 0. 

La fonction f(x) — AFi (x) s'annulle donc pour x = a, et est divisible 
par X — a ; en d'autres termes, 

f (x) — AF, (x) = (x — a) fi (x), 

f 1 (x) désignant une fonction entière de x. Divisant les deux membres de 
cette équation par F(x), en ayant égard à l'équation (i), on trouvera 

m f(x)^ A U(x) 

^^ F(x) (x — o)- (x— o)^»Fi(x) 

La fraction rationnelle f (x) : F(x) est donc toujours décomposable en 
deux autres^ Vune qui a pour numérateur une constante^ et pour dénomi- 
fiateur le facteur (x — a) élevé à la plus haute puissance à laquelle il 
entre dans le dénominateur F(x); l'autre^ qui a pour numérateur une 
fonction entière fi(x), et pour dénominateur la fonction F (x) dans laquelle 
P exposant de (x — a) est abaissé d'une unité. 

Ce théorème, appliqué à la dernière fraction, permettra de la décom- 
poser à son tour en deux autres; et ainsi de suite, jusqu'à ce que, 
l'exposant de (x — a) s'abaissant chaque fois d'une unité, on arrive à une 
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fraction dont le dénominateur soit complètement débarrassé de ce facteur. 
On aura donc 

,_. f(x) A Al Am-l fm(x) 

^' F(x) (x— a)- (x — a)"-» x—a Fi(x) 

A, Al,..., Am_i étant des constantes déterminées comme on l'a vu plus 

haut et qui ne sont jamais infinies; et fm{x) une fonction entière de x. 

Si a était une racine simple de Téquation F(x) =s 0, m se réduirait à 

l'unité, et les fractions simples correspondantes à cette racine à une seule. 

226. Soit maintenant 6 une seconde racine, du degré n de multipli- 
cité, de l'équation F(x) = 0, en sorte que 

F(x) = (x — a)- (x — hy Fâ (x), Fi (x) = (x — 6)" F^ (x), 

Fa désignant une fonction entière. En appliquant le théorème ci-dessus à 
la fraction 

fm(x) fm(x) 

Fi(x)"'(x — 6)»F,(x)' 

on la décomposera encore en n fractions simples correspondantes à la 
racine 6, et une fraction dégagée de cette racine, et l'on aura 

fm(x) ^ B Bi Bn^i fmM^) 

Fi (x) ~ (X — ô)" **" (X— 6)"-* "*"**"*" X — 6 "*" Fi{x)' 

Et l'on continuera cette série d'opérations jusqu'à ce que, ayant succes- 
sivement épuisé tous les facteurs correspondants aux racines de l'équation 
F(x) =0, on soit ramené à une fraction dont le dénominateur ne ren- 
ferme plus aucun facteur en x, c'est-à-dire à une fonction entière E(x). 

22T. La décomposition de la fraction rationnelle f(x) : F(x) pourrait 
se faire de la même manière, si les racines a, 6,..., au lieu d'être réelles, 
étaient imaginaires, car nous n'avons rien dit qui ne soit applicable à ces 
dernières. Mais comme les coefficients A, Ai,... seraient alors imaginaires, 
il est préférable d'opérer la décomposition sous une autre forme, qui ne 
donne que des fractions réelles. On s'appuie pour cela sur un théorème 
tout semblable au premier. 

Soit ûf -♦- (3 1/ — \ une racine imaginaire, du degré m de multiplicité, de 
l'équation F(x) = 0: les racines imaginaires étant conjuguées deux à deux, 
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comme on sait, l'équation aura aussi m racines égales à a — (3j/ i ; 

F (x) sera donc divisible par 

(a: _ a_p /3T)«. (x— « + (3 /^T)- = [(x— a -(3 |/^)(x - «+ (3/^)]- , 
en sorte que l'on aura, quelque soit x, 

(4) F (x) = [{x - «)« -i- (3*]« F, (x), 

El (x) étant une fonction réelle et entière de x. 
Posons 

(5) M(a-^(3i/i:T)-^N==^^"-^P^'^^^ 

Fi (a -*. (3 |/^) 

Le second membre de cette égalité se réduira (8, 9) à une certaine 
quantité imaginaire P-*-Q{/ — i qui ne sera pas infinie, puisque Fi (x) 
ne s'annule plus pour x =a 4- (3 (/— T, et l'équation 

M(a -I- (3 /I^) + N = P + Q |/31 
se décomposera en deux autres 

Ma-i.N = P, M(3 = Q, 

qui, évidemment, détermineront pour M, N des valeurs toujours réelles et 
finies. 

Or, l'équation (5), mise sous la forme 

f(a + P|/irT)-[M(a4.p/^^)4-NjF,(a4-P/I^)==0, 

montre que l'équation 

f(x) — (Mx-t-N)F,(jr) = 

admet la racine imaginaire a-i-(3(/ — i ; et comme cette équation est à 

coefficients réels, elle admet aussi la racine a — Pi/ — i; on a donc, 
pour toute valeur de x, 

f (x) — (Mx + N) F, (x) = [(x - a)« + (3*] fi (x) , 

fi (x) étant une fonction réelle et entière de x. 

Divisant les deux membres par F(x), et ayant égard à l'équation (4), 
on aura 

((i\ fW ^ MxH-N fi(r) 

w Y{x) [(x — a)« -f- (3«]« [(X — a)« -4- P*]— *F, (x) 
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La fraction rationnelle î{x): F(x) se décomposera donc en devx autres, 
l'une qui aura pour numérateur une fonction du premier degré en x, et pour 
dénominateur la plus haute puissance du facteur [x — a)* -4- j3* qui entre 
dans F (x); l'auti^e, ayant pour numérateur une fonction entière, et pour 
dénominateur la fonction F (x) , dans laquelle l'exposant du facteur est 
abaissé d'une unité. 

Cette dernière fraction se décomposera, à son tour, en deux autres par 
le même théorème, et ainsi de suite, jusqu^à ce qu'on trouve une fraction 
dont le dénominateur, ne renfermant plus (x — a)* -h (3* en facteur, se 
réduit à Fi(x). 

En combinant ce théorème avec celui que nous avons établi précédem- 

f(x) 
ment, on voit que toute fraction rationnelle =^ sera décomposable 1° en 

une somme de fractions simples à cocfTicicnts réels, ayant pour dénomi- 
nateurs les facteurs réels du premier ou de second degré en x, qui répon- 
dent aux racines de Téquation F(x) = 0, élevés à des puissances égales ou 
inférieures à celles auxquelles ces facteurs entrent dans F(x); 2*» en une 
parti^nticre £(x). En sorte que, connaissant les racines de Féquation 
F(x)=0, on pourra immédiatement écrire la formule de décomposition 
de la fraction f(x): Ffx), sauf que les numérateurs A, Ai,..., Mx-4-N,..., 
resteront à déterminer. 

La marche suivie pour la démonstration des théorèmes conduirait à la 
détermination de coefficients, mais il existe pour cela des procédés plus 
expéditifs. 

22§. On peut d'abord employer la méthode des coefficients indétermi- 
nés. Après avoir cherché les racines de l'équation F(.r) = 0, et décomposé 
F(x) en ses facteurs réels du premier ou du second degré correspondants à 
ces racines, on posera la formule de décomposition de la fraction suivant 
la nature et le degré de multiplicité des racines, comme on l'a dit plus haut. 
Multipliant ensuite par F(x) les deux membres de l'équation, le premier se 
réduira a f(x); dans le second, tous les dénominateurs des fractions sim- 
ples disparaîtront, comme étant des facteurs de la fonction F(jr), en sorte 
que ce second membre se réduira aussi à une fonction entière de x. On 
ordonnera les deux membres de l'équation suivant les puissances ascen- 
dantes de X, et, l'égalité devant avoir lieu pour toute valeur de x, il faudra 
que les coefficients des mêmes puissances de x soient égaux dans les deux 
membres. On aura ainsi une suite d'égalités, du premier degré par rapport 
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aux coefficients inconnus A, Ai,..., B, 61,..., M, N,..., et qui seront 
toujours en nombre suffisant pour les déterminer, ainsi que E (x). 

De là résulte celte conséquence importante : si le degré de f{x) par 
rapport à x est inférieur à celui du dénominateur F (x), la partie entière 
E {x) s'évanouira. Car, soit 1 le degré de F(x). Le premier membre f (a*) de 
réquation ci-dessus est de degré inférieur à 1, par hypothèse. Dans le 
second membre, les termes qui proviennent de la multiplication des 
fractions simples par F(j:) sont aussi, évidemment, de degré inférieur à ).; 
tandis que, si E(x) n'était pas nul, le terme F{x) E (x) renfermerait des 
termes de degré égal ou supérieur à 1, qui seraient conséquemment irré- 
ductibles avec les autres termes du second membre. Les deux membres de 
Tidentité ne seraient donc pas de même degré par rapport à x, ce qui est 
absurde. 

La méthode des coefficients indéterminés entraine à des calculs compli- 
qués lorsque F(x) est de degré quelque peu élevé; la suivante est alors 
préférable. 

929. On procède d'abord comme dans la méthode précédente. Après 
avoir résolu réquation F(x) = 0, et établi la formule de décomposition 
de la fraction rationnelle proposée, suivant la nature et le degré de mul- 
tiplicité des racines de cette équation, on multiplie les deux membres de 
l'équation par F(x), de manière à réduire le premier membre à f(x), et le 
second à un polynôme rationnel et entier par rapport à x. 

Soit a l'une des racines réelles, m son degré de multiplicité, Fi(x) le 
quotient de F(x) par (x — a)"», et proposons-nous de trouver les numéra- 
teurs A, Al,..., Am-i des fractions qui, dans la formule de décomposition, 
correspondent à la racine a. Ces fractions étant, comme nous l'avons 
établi, 

A Al Am-l 

' -t- ' -f- •• • -H ■ î 

(x — a)"» (x — a)*""* X — a 

et les autres fractions ne renfermant pas (x — a) en dénominateur, la 
multiplication par F(x) ou (x — a)*"Fi(x) introduira le facteur (x — o)*" 
dans tous ces autres termes, en sorte que l'on pourra écrire 

t f(x) = AFi(x) + Ai(x-a)Fi(x) + A,(x — a)*Fi(x)+... 
^ M -4- A«^i (x — a)—* Fi (x) + (x — a)-cp (x), 

(p [x) désignant une fonction entière de x. 
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Cette équation ayant lieu quel que soit x, faisons x=a; tous les termes 
du second membre sont nuls sauf le premier, et il vient 

f(a) = AF.(a), 

équation qui détermine A. 

Remarquons maintenant que, diaprés la loi de formation des dérivées 
successives d'un produit, la dérivée 

D^(x — a)'-F,(x) 

renferme le facteur {x — a) aussi longtemps que k est moindre que r, et 
s'annulle conséquemment encore pour x = a; mais que, pour k=r ou 
A:>r, cette dérivée, ne renfermant plus le facteur x — a, ne s'annulera 
plus pour x=a. 

Cela posé, prenons les dérivées des deux membres de Téquation (7), puis 
faisons x=a : tous les termes du second membre s'annulant, sauf les deux 
premiers, nous aurons 

r{a) = AF', (a) + A, [D, (x - a) F, (x)]», 

et, A étant déjà connu, on tirera de là Ai. 

Prenant les dérivées secondes des deux membres de l'équation (7), puis 
faisant x = a, ce qui annulera tous les termes du second membre à Texcep- 
tion des trois premiers, nous trouverons 

f '' (a)= AF'i (a) -H A, [DK (x — a) Ft (x)]a 4- A. [D^ (x - a)« F, (x)],, 

ce qui détermine Aa. 

Continuant de cette manière, on voit clairement qu'après m — 1 déri- 
vations, suivies chaque fois de la supposition x = a, les m coefficients A, 
Al,..., Am-i seront déterminés. Nous ne développons pas explicitement 
les résultats de ces calculs, parce qu'il est plus simple d'appliquer à chaque 
cas particulier la méthode indiquée, que d'user des formules générales que 
nous trouverions. 

Il importe de remarquer que le dernier terme (x — a)*"9(x), après 
chacune des m — i dérivations, renferme encore le facteur (x — a) et 
s'évanouit pour x = a; il est donc inutile d'en tenir compte dans la déter- 
mination des coefficients A, Ai,..., et l'on peut raisonner comme si ce 
terme n'existait pas, ce qui abrège les opérations. 

Lorsque a est une racine simple à laquelle ne répond qu'une fraction 

A 

— — » 
X — a 
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réquàtion 

f(a) = AFi(a) 

suffit pour déterminer le numérateur A. Mais la théorie des équations 
nous apprend que, dans ce cas, la fonction Fi (x) se réduit, pour x c=3 a, 
à F' (a); on a conséquemment la formule très-commode 

. _ m 

F' («) 
pour déterminer les numérateurs des fractions qui répondent aux racines 
simples. 

930. Pour les numérateurs Mx-*-N, etc., des fractions réelles qui cor- 
respondent aux racines imaginaires conjuguées, on suivra exactement la 

même marche. Soit «h-^j/ — 1 une racine imaginaire du degré m de 
multiplicité; posons 

F (x) = [(x — a)« + (3«]-F, (x) , 

et écrivons, d'après le n° 227, les termes de la décomposition qui répon- 
dent à cette racine. En multipliant par F(x) les deux membres de Féqua- 
tion ainsi formée, on aura un résultat que Ton peut écrire sous la forme 

I f(x) = (Mx -»- N)F,(x) + (Mix + N,) [(x — a)« + P«]F,(x) + ... 



Faisant dans cette équation x=a-4-Pj/ — 4, on obtient 



f(a+Pj/— 1) = [M(a-*-(3/I^) + N]F,(aH-(3j/— 1), 

équation imaginaire, qui se décompose en deux équations réelles d'où l'on 
lire M, N. Prenant les dérivées par rapport à x des deux membres de Féqua- 

lîon (8) et faisant encore x=îa-i-|3^ — 1, les termes du second membre 
s'annulent tous, sauf les deux premiers, et l'on a une équation imaginaire 
qui détermine Mi, Ni ; et ainsi de suite. Il suffit de m — 1 dérivations pour 
trouver tous les coefficients, et, par conséquent, il est inutile de s'occuper 
du terme [(x — a)' -h (3*]"*ç(x), qui donnerait zéro après chaque diflPé- 
rentiation. 

Lorsque toutes les racines de l'équation F(x)=0 sont inégales, le moyen 
le plus rapide d'opérer la décomposition de la fraction proposée consiste 
à faire usage de la formule 

27 
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qui s'applique également au cas où la racine a est réelle et à celui où elle 
est imaginaire. Il suffira ensuite de réduire ensemble les fractions imagi- 
ginaires correspondantes à deux racines imaginaires conjuguées, pour obte- 
nir la décomposition de la fraction sous la forme réelle, considérée 
ci-dessus. 

931. Il résulte de ce procédé que la décomposition d'une fraction 
rationnelle en fractions simples, ne peut se faire que d'une seule ma- 
nière sous la forme que nous avons adoptée^ et dont la possibilité a été 
établie. En effet, si chacun des coefficients A, Ai,..., M, N,... admettait plu- 
sieurs valeurs, la méthode que nous venons de suivre pour déterminer ces 
coefficients devrait les donner toutes. Or, chaque coefficient est donné par 
une équation où il n'entre qu'au premier degré, et n^admet par conséquent 
qu'une seule valeur. 

939. Exemples. — I. Gomme application de la méthode qui vient d'être 
exposée, décomposons la fraction 

f (x) oc' H- x' -f- 2 

F(x) x^ — 2x' -t- X 
L'équation 

x*^ — 2x' -i- X = 

a pour racines x=0, x=l double, x= — 1 double. On a donc 

x^ — 2x' -i- X = X (x — 4)' (x -t- 1)', 

, , x'-*-x«-i-2 A B Bi C Cl 



x^ — 2x'-*-x X (x — 1)* X — 1 (x -*-!)* x-*-i 

il n'y a pas de partie entière. De là on tire 

a;3 ^ ^i ^ 2_A(x — l)«(x + 1)« -4- Bx(xH- 1)* -*-Bix(x — i) (x -I- i)« 

-I- Cx(x — i)« -f- Cix(x — 1)« (x -4- i). 

L'hypothèse x=0 donne A=2. L'hypothèse x=l donne B==i. Dîffé- 
rentiant et faisant encore x=l, en négligeant d'ailleurs les termes où 

figure (x— 1)', on trouve 

5 
5 = 8B + 4B„ Bi = — yv 

4 

i 

Enfin, si l'on pose x=— 1 dans l'équation ci-dessus, on trouve C=s — ^; 

puis,différentiant,négligeant les termes en (x -*-!)? et posant x=5 — i,ona 

1=8C — 4Ci, d'où C4= — 7- 

4 



i 
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Il suffit de substituer les valeurs trouvées dans la formule (a), pour 
obtenir définitivement Tëquation 

a:» -4- x« -h2 2 i 5 1 5 



X» — 2x'-*-x X (x— .!)« 4(x— 4) 2(x-i-l)* 4(x + i) 

IL Soit encore 

f (x) x» — 1 

F (x) ~ x» — 2x* -t- 8x* — 1 2x -H 8 ' 

L*équation F(x)=0 a pour racines — 2, 1 -4-^/ — 1 double; 1 — (/ — i 
double. On a donc 

x8 — 2x*-f-8x«— 'l2x-f-8=(xH-2)[(x— 1)*-f-ip=(x-*-2)(x« — 2x4-2)S 

et Ton doit poser, la partie entière £(x) étant nulle, 

x^— i ____A__ Mx-i-N Mix >^ Ni 

X»— 2x* + 8x« — 12x -t- 8 ~ X -4- 2 "*" (x« — 2x -*- 2)* "*" x«— 2x -i- 2 ' 

Multipliant les deux membres par F(x), on a 

X»— i=A(x«— 2x-f-2)*+(Mx-f.N)(x-^2)-^(MiX-t-Ni)(x-*-2)(x«— 2X-4-2). 

Il suffit, pour trouver A, de poser x= — 2, et Ton a 

— 9 = iOOA, A = — ^ 



100 
On posera ensuite x=i -f- j/ — 1, ce qui donnera 

(i ^ ,/irï)3 _ 1 = (M + N + M|/^) (3 -i- j/^), 
ou, en développant et égalant séparément les parties réelles et les coeffi- 
cients de {/ — i, 

— 3 = 2M + N, 2=4M + N, 

d'où 

9 i.r 8 

Pour déterminer Mi et Ni, on prend les dérivées des deux membres 
de l'identité ci-dessus, en négligeant le terme A(x*- 2x + 2)% et Ton fait 
x=i -^ [/ — 1, ce qui donne après réductions 

6|/^=4M H-N--8M, ~ 2NiH- 1/^ (2M + 4Mi -h CNi), 
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d'où 

4M -*- N - 8Mi — 2Ni = 0, 

2M -*- 4Mi H- 6Ni = 6, 
et après avoir substitué à M, N leurs valeurs, an trouvera sans peine 

La décomposition de la fraction proposée sera donc effectuée par la 
substitution des valeurs de A, M, N, Mi, Ni. 

§ 2. INTÉGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 

;t33. Soit à intégrer la différentielle (p{x)ds^ (p[x) étant une fonction 
rationnelle. 
Si la fonction (p{x) est entière^ elle est de la forme 

cp (x) = a -I- 6a: -i- ex' -4- • • • -*- fcx*, 

et les principes établis au chapitre précédent donnent 

6x' ex' kx""^* ^ 

•' ^^ ^ 2 3 w-4-i 

Si elle est fractionnaire, en effectuant la division du numérateur par le 

dénominateur, on saura toujours décomposer (p{x) en deux parties, l'une 

f(x) 
entière E(x), l'autre fractionnaire rrr-r? dans laquelle le numérateur 

^ F (x) 

sera de degré moindre que le dénominateur. 

La partie entière E{x)dx s'intègre sans difficulté comme ci-dessus; pour 
intégrer la partie fractionnaire, on décomposera la fraction f(a;):F(x), 
comme on l'a vu (227), en une somme de fractions simples appartenant 
toutes à l'un des quatre types suivants : 

A A Mx-f-N MX4-N 

X — a' (x — a)"»' (x — a)*-t-P'' [(x — a)' -»- (3*]"» ' 

Les méthodes connues donnent 

C Adx . , , .. ^ 

1» \ = Al.(x — a)-f.C. 

j X — a 

(Adx 1 A ^ 

J (x — a)"* m — 1 (x — o)"»~* 
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3° Pour intégrer les différentielles appartenant au troisième type, on 
introduit au numérateur la différentielle du dénominateur, en posant 

f Mj -4- N _r M{x—x-*- a.) H-N _M C i(x — a.)dx 

) ^x — a)* + ^* ) (x-a)«-Hp« "^"2 ) (x — «)» + p» 

La première de ces deux întëgrales a pour valeur l.[(x — a)* -*-(3*]; la 
seconde se ramène, en posant x — a=(3z, à 



i 



Bdz 1 ^ i X — a ^ 

^,^j-^^ = parctgz-HC = ^arctg-^ h-C, 



d^où 



Mr -4- N ' j M - ., . - ^-_ Ma -H N x — a 



5 

^** On décompose de la même manière 
f Mx-f-N ^ _Mr 2(x — a)dy ^, f rfx 

Le premier terme a pour valeur 

_M 1 

2 ' (m — i)[(x — ay -4- P«]«-* ' 

et le second se ramène, comme ci-dessus, à 

Ma -t- N r dz 



P«m^i 3 (1 + z*)*» 

Tout est donc réduit au calcul de la valeur de cette dernière intégrale. 
Pour cela, on suivra une méthode qui trouve de fréquentes applications 
dans le calcul intégral. Ecrivons 

r dz _f (1 4-z*--z^)dz r dz f z^dz 

3 (1 -♦- z»)-» "" 3 (i+o"* ""3(*-*-^*)""'* ) (i-^ «*)"•' 

l'intégration par partie nous donne 

r zHz _\T ^zdz z i r dz 

3 (i-*-z*)«""23^'(i-t-z«)-~ 2(m—'l)(i+z«)—*'*"2(m— 1)3(1 -^-«T'^' 

Substituant cette valeur dans Téquation précédente et réduisant, nous 
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aurons 

dz z 2m — 5 r dz 



Ç dz z 2m — 3 r 

3 (1 -H z')"» ~ (2m — 2) ( 1 H- z*)"-* "*■ 2m — 2 J 



(1 H-Z«) 



«\m— < 



C'est là ce qu'on nomme une formule de réduction : elle ramène l'inté- 
grale proposée à une autre de mcme forme, mais dans laquelle l'exposant 
m est diminué d'une unité. En changeant dans cette formule m en m — 1, 
on fera dépendre la nouvelle intégrale d'une troisième dans laquelle l'expo- 
sant m sera diminué de deux unités, et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on 
arrive, m étant un nombre entier, à 



j 



dz 

= arc tg z -*- C. 

1 -t- z' ^ 



Cette dernière étant connue, fait connaître toutes les précédentes, et l'on 
doit par conséquent regarder l'intégrale 

dz 



î 



(i -4- Z«)- 

comme connue, quel que soit l'entier m. 

Il suit de là que l'intégrale de la différentielle t-^ ^, ^,v doit aussi 

[(x — a)*-i-p*]"* 

être considérée comme connue. 

En réunissant tout ce qui vient d'être dit, on voit que le problème pro- 
posé est complètement résolu, et que l'intégrale d^une différentielle ra- 
tionnelle en X peut toujours s'exprimer par un nombre limité de termes 
au moyen des fonctions élémentaires de Canalyse. 

934. Quoique la méthode générale soit toujours applicable, il est sou- 
vent plus simple de recourir à des artifices particuliers, que suggère l'habi- 
tude du calcul. Ainsi, pour trouver l'intégrale de l'expression 

^dx 

X» (x* — 5)*^ ' 

il faudrait, suivant la méthode exposée, déterminer treize coefiBcients, ce 
qui serait assez laborieux. Il vaut mieux introduire plusieurs fois le fac- 
teur (x* — 5 — x') en divisant par — 5 chaque fois. On a ainsi 

i 1 X* -~ 5 — x^ i 1 i 

x3(x« — 5)»~ 5 x'(x« — 5)» ~ B x»(x«— 5)*"*" 5x(x« — 5)»* 
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Opérant de même sur ces deux fractions, on trouve 
112 X 



5* x' (x» — 5)5 5*jr (jc« — 5)* 5« (x« — 5)» 
Répétant l'opération sur les deux premiers termes, on a 

i i 5 1 2 a; a? 



55 x' (x« — 5)« 55 x (x» — 5)5 55 (x« — 5)* 5« (x» — 5)5 
Continuant de la même manière, on arrive enfin à 

1 1 1 X 4x 3x 



x'(x«— 5)» 5«x' 5»x 5«(x« — 5) 5»(x«— 5)* 5*(x^— 5)» 

2jf X 

"" 5' (x« — 5)* "*" 5' (x« — 5)8 ' 

La fonction est maintenant préparée pour l'intégration, à cause de la rela- 
tion 2xrfx = d(x' — 5), et Ton trouvera 

J 2dx _ 1 X* — 5 1 r 1 4 5 

x5(x«— 5)» ~ 5» ' x« ■*" 5« [sï? "*" 5'(x« — 5) "" 2.5«(x* — 5)« 

2 1 1 

"*" 5.5.(x« — 5)5 4(x» — 5)*J'*' 

JE'xercîce*. 



Trouver les valeurs des intégrales suivantes : 

f 05* — 05- 






9. 



1 x»(aB — 1) ' 2aj* a? a? 

i 



a?» — 2 



1 «♦-f-ac* — 3aî* — a? -h 2 






J (a;»-~l)d( 
as* — 2aî* -t- 8x» — 



12aj-*-8' 



„ 9 , |/aî« — 2aj + 2 7aî + 2 38 ^ , .,__ 



'î 



— 296 — 

205* — ÎJac» -i- 1 



(»«-*- 1)» (x* — 3a? -t- 2) 



dx', 



R. l.(a.-l)-_l.(a.-2)-,-7^1. (x»-4-l)H- 



1f 



^••x- */ 125 ' ^ iOOO ' ' 100(»«-*-l) 20(aj*-f-l)« 

-*- — arc tg a? + C. 

i — ^^lâ'- ^-;= +»''ctgs-^ ), sir = A<>0; 

j a-4-6a5* 



-k 



A / 1 A + a; a? \ a 

— 7-rj î R. On a, en intégrant par partie, 

X 5a; 55x 385x 



16a (o -*. 6««)« 64o« (a -*- 6aj*)» 512a» (a -♦- 6a;«)» 2048a« (a -♦- 6»*) 

H55 r rfg 

"*'2048o* J o-4-6a:** 

dx 



J 



i» cas : si 6' — iac>0, on^ose A: = 1/6* — 4oc; on a 

— ï\/ m. «^^ ^6 —;=-*- 7 \/ i: — T8rctg-—:^i::-+-C. 

2««cas : 6*— iac<0; on pose 6*— ^ac = — A:*, — 6-i-Ai/— l=2cpe®*'''^, et 
l*on a 

i. e « - 

^ .^ a;* -I- 2a?/5 « cos g -i-p ^ 2/>« ajsm^ 



s 



« \ 5 ï« 1 ;; ^-cot 5 arc tg — ; r h C. 

6)2,^16 2 f>*— »* 



-tcp « C08 - f a;* — 2a?/> « cos - -Hp 



4« f Jï il {i-^x^jx^^x-^i) i „,,t^«^i^.p 
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CHAPITRE XX VIII. 



INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES IRRATIONNELLES. 

935. L'intégration des fonctions algébriques irrationnelles, dans le 
petit nombre de cas où elle est possible en termes finis, s'effectue généra- 
lement par l'un des deux procédés suivants : 1° rendre rationnelle la dif- 
férentielle proposée à l'aide d'une substitution de variables, ce qui ramène 
le problème à un autre déjà résolu; 2° faire dépendre, au moyen de l'in- 
tégration par partie, l'intégrale cherchée d'une autre de même forme, mais 
plus simple; celle-ci d'une autre plus simple encore, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce que l'on arrive à une intégrale facile à évaluer. 

Nous allons successivement appliquer ces deux procédés aux problèmes 
les plus importants. 

936. Fonctions de monômes irrationnels. — Supposons que f (x) soit 
une fonction rationnelle des quantités 

m p r 

^9 ^9 Pi 9> ^9 ^«••' étant des nombres entiers. On posera 

X = z"?»**', d'où dx=^nqs •• • z"''* — *dz, 

m p r 

et, par ces substitutions, la différentielle f{x)dx deviendra évidemment 
rationnelle en js. On lui appliquera les méthodes du chapitre précédent, 
et Ton remplacera ensuite z par sa valeur en fonction de x. 

On opérerait de même si ï[x) renfermait des puissances fractionnaires 
d'un binôme a + hx. 

Exemples : 

•' X* -4-x' •' »- 
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1 15-1111 

M-4-X* - Mr.r ^ TT a;® X* X** X* X* X* ^1 
J^^J [13 iO 9 7 6 4 3 J 

(i— x^4-x«) i2 , 2x"— i ^ 

-*- 2 I. Ti i-i 7:. «''c tg — — M- C. 

(i + x^) (i + x^) /3 1/3 

\-^ i î=-(^+x)'U(i+x)«+T(i + x)»H--(i + x)« 



6 i 31 

-»- (i H- X)» -^ -(i -4- X)« -^ r + C. 



5 



UST. Différentielles renfermant la racine carrée d'un trinôme du second 
degré. — Soit k intégrer une expression de la forme f (j*, X) rfx, f désignant 
une fonction rationnelle des variables x, X, et X désignant le radical 

(/a -♦- Bx -*- Cx*, 

A, B, G étant les constantes. On peut réduire la constante G à db i, car il 
suffit de diviser sous le radical par la valeur absolue de G. Nous poserons 
donc simplement 

X = j/a H- 6x ± X*, 

les constantes a, 6 pouvant avoir des signes quelconques, et nous exami- 
nerons les divers cas qui peuvent se présenter. 

i** cas • X=j/a-t-6x-*-x*. — On pose, z étant une nouvelle variable, 

j/a -♦- 6x H- x* = z — X, d'où a -4- 6x = z* — 2zx, 

z* — a ^(z — x)dz 

bdx=2zdz — ^dz — 2«rfx, x=; — rr- f dx = — 4 — rr — î 

' 6-t-2z 6-*-2z 

la valeur de x étant rationnelle en z, si on la substitue dans les expressions 
de dx et de X, ces quantités s'exprimeront rationnellement en z, et la 
différentielle f(XjX)dx deviendra rationnelle par la substitution propo- 
sée. On aura ensuite 

5; = x-4-^a -♦- 6x-t-x*. 

^^ cas : X==^/a-4-6x — x*. — Soient a, |3 les racines, supposées 

réelles, de Féquation 

X* — 6x — a = 0, 



— 299 — 

en sorte que Ton ait identiquement 

a -^bx — x' = (x — a) ((3 — x). 
On posera 

X = [/{x — a) ((3 — x)= {x — a)z, 
d'où 

P — x = (x — a)j3*, -^ rfx = z*dx -h 2(x — (x)zdz^ 

S -H «je* , 2 (x — a) zdz 

X s= i r- 9 ax = ^ — • 

1 -+- z* i -*- jj* 

Gomme x est fonction rationnelle de z, il en sera de même de X, dx^ 
et de f (x, X) dx : Tintëgration se fera donc sans difficulté, et Ton substi- 
tuera ensuite 



Y X — a 



Si les racines a, (3 étaient imaginaires, le trinôme sous le radical serait 
négatif pour toute valeur de x, et X étant imaginaire, Tintégration ne 
pourrait plus se faire en quantités réelles. 

On peut observer que la même méthode serait applicable au premier 
cas, si les racines de Féquation 

a 4- 6x -♦- X* == 
étaient réelles. 

5"* cas. — Quel que soit le signe du terme en x' sous le radical, on 
peut encore, lorsque a est positif, poser 

X = j/a H- 6x ± X* = |/a H- xz. 
Elevant au carré et réduisant, on a successivement 

6 db X = 2jr |/o -♦- xz', db rfx = z*dx -4- 2 ((/o^-f- xz)dZy 
b — 2z(/a %U/a'\-xz)dz 

en sorte que x, et par conséquent dx et X, s'exprimeront rationnellement 
en JT, et que la différentielle f(x,X)dx, étant rendue rationnelle, s'inté- 
grera sans difficulté. On aura d'ailleurs 

|/a-i-6xdbx* — ya 
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98§. Gomme application de ces transformations, considérons Tintégrale 

dx 



3iA 



l/a -♦- 6x -^ x* 
qui rentre dans le premier cas. On a immédiatement 






2 



i -' = 1. ( r -*- X -♦- j/o -♦- 6x -♦- X* ) -♦- C. 

J |/a -*- 6x -*- X* V-^ / 

Si Ton a, en particulier, 6=0, a = a*, il viendra 

^ dx > 

l = 1. (x -*- j/a* H- x«) -♦- C, 

J j/a*-i-x* 

formule d*un usage fréquent. 
On aurait de même, par la seconde transformation, 

C dx C dx ^C dz 

\ , - = \/ r- = — 2\i 1 = — 2arctgz-t-C 

= — 2arctg% /^-^^ -4-C;. 

y X — oç 

mais cette intégrale s'obtient sous une forme plus commode en écrivant 

C dx C dx . 2x — 6 ^ 

\ , = 1 , =arcsin-— -hC, 




d'après la formule connue, 

Ç dz • ^ r. 

V — -ziz^iir = arc sm - -♦- C. 

On suppose que (6* + 4a) soit positif : s'il était négatif, il est facile de 
voir que la quantité sous le radical serait négative, et que, X étant ima- 
ginaire, il n'y a plus lieu de chercher une intégrale réelle. 

989. Comme exemple de la troisième transformation, nous choisirons 
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rintégrale importante 



$ 






|/ax — ac* 
m étant entier et positif. Nous poserons donc 

^^ax — X* = xz , d'où a - X = xz*, — dx = z*rfx -*- âxzciz, 

a j ^xzdz 
X = -z » ax = — 1 > 

et nous aurons 

Nous sommes ramenés à l'intégrale traitée au n° 255 (4"*}, et que nous 
pouvons considérer comme connue : nous remplacerons ensuite z par sa 
valeur 

\/ax — x^ 



X 



9 



940* On ramène un bon nombre d'intégrales aux précédentes, par des 
artifices de calcul. Ainsi, l'on a 

(ax-t-P)rfx i a(2cx-^6)dx i (2(3c — a6)dx 

(/a H- 6x -*- ex* "^ j/a + 6x h- ex* "^ j/a -♦- 6x -*- ex* 

le premier terme du second membre est la différentielle de 

- l/a -4- 6x -♦- ex* ; 

c ^ ^ 

le second rentre dans l'un des cas étudiés au n® 257. 
Soit encore 



$ 



dx 



(a -♦- j3x*) j/a + 6x* 



i 

En faisant successivement x=>-9 js<=t<, on a 

z 



zdz \ C du 



f dx ^ C zdz ir 

On opère comme au n" 255 : on pose 

/z r' — 6 , 2rdt; 
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d'où 

f dx r dv i r dv 

3 (a + |3x«)/^^ir6^ ~ 3 «P— 6a + «««"" â 3v*±A:«' 

en faisant 

a(3 — 6a = ± fc*<x. 

On est donc ramené à une intégrale connue, et Ton n*a plus qu*à substi- 
tuer à V sa valeur 

J y I I/Cl -f- hX^ 



r\ * • • • ^P "~ 6a ^ ^^ 

On trouvera ainsi, si -î- > 0, 

a 



Jdx i ^ l/a-^6x* ^ , /afi — 6a 
7==== — î:^''^^'^^ — î *-C> *=\/ -^- î 



(a-4-|3x*)j/o-t-6x* 

. aP — 6a ^_ 
a 



f rfx __i_ fcx 4- t/g -h 63g* / 6g — gp 

3(a+Px«)/g + 6x«~2afc •^^_j/'^:;:jj,"*' "y « ' 

si a|3 — 6a=0, 

Jdx ^ ^ 
^ -^C. 
(a -♦- (3x*) y a -4- 6x* a j/ g h- 6x* 

Exercices. 

« C ^.u-i/nr^^»^- (x4-v/ïT^)''+' (x+v/rT^r> 

=--2arctg- ^ -4-C. 

(lH-aj)l/l+a;— «« ® 

S. ( — ==-^^^z===. = - i (v^n^^ 

H- arc sin as -^ C. 

rf» 1 |/î^(a-^6x)-4-|/6{/-i-5rx) 

= ' - 1. — — — r -f-L. 



)vjâ 



y(a,-\-bx)[f+gx) y/bg y/g{a+bx) —yb(/-i-gx) 
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} y(a-bx)(/+gx) l/Fg V S(o-6») 



$ 



N. B. a, 6, /, g sont positifs. 

(te ' 

(a -h ^x) l/oH-fcoB* 

R. Si aâ« + 6a* = A:« — - 1. JT L j-C; 

... ■• i , a& — hoLX „ 

SI ap"-4-6a"^ — A", — ^arcsin •^'C? 

* . (â-t-^x)l/— a6 



si Oi3* + 6a*=0, - \ / -^^^ — ^H-C. 

941. Différentielles binômes. — On donne ce nom aux différentielles 

de la forme 

x*(o -4- bx^ydXf 

les exposants m, n^ p étant entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs. 
Lorsque m, lï, p sont entiers, la différentielle est rationnelle en x, et rentre 
dans un type que Ton sait intégrer. Les cas où, la différentielle étant irra- 
tionnelle, on sait Tintégrer, sont les suivants : 

1» Si p est entier, m et n étant fractionnaires, l'expression x*(a4-6x*)i' 
est une fonction de monômes irrationnels, et rentre dans le cas du n** 236. 

2^ Supposons que Ton ait p=- , fx, v étant des nombres entiers, et 
posons 

(a -^hx^y = z, d'où X = ( ^^^ V , 

II viendra, par cette substitution, 

» 
et cette expression sera évidemment fonction rationnelle de z, si 

m -4- i 
n 
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est un nombre entier, positif, nul ou négatif. Donc, quand cette condition 
sera remplie, la substitution indiquée rendra la dififérentielle binôme 
rationnelle en z, et son intégration se ramènera aux règles du cha- 
pitre XXVII. 

5° On peut encore écrire la difTérenticlle binôme sous la forme 

et si Ton pose 

m + np = fn', — n=sn\ 

puis que Ton applique le théorème ci-dessus (2»), on verra que la différen- 
tielle donnée peut être rendue rationnelle et intégrée lorsque 

m'-^ i m +np -^ i 

n' n 

eM un nombre entier ou se réduit à zéro. Et pour obtenir ce résultat, on 
mettra d^abord la différentielle sous la forme indiquée, puis on emploiera 
la substitution qui convient au cas précédent. 
On trouvera, par Tapplication de ces principes. 



$ 



dx 3ar-H2 > ■ 3 . i ^ 

y^x — i — - arcsm— — -4-C. 



xdx 2 2a -♦- 6x ^ C x^dx x^ 



Jxdx 2 2a -♦- 6x Ç 

(o-t-6x)* |/o+6x •'(0 4-6X')* 3a(a-^6x«)* 

f x^dx{a 4- x«)' = ^ (a + x«) ' fx^ ^^\+C. 

Ç xdx \ / X ^ 

J /« îvi aV/ 2a — X 

'' (2ax — x*r ^ 



C. 



(2ax — X*) 



\ 



f (l-i-x»)» , z» Sr z«dr ,, i 

\- T-^^^ = — -^m — Tx + s \ -;: — 7' Z=(1-HX*)*. 

J X» 2(z' — i) ajz» — 1 ^ ' 

_f l/x ■ J.5 /s' |/3 
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(a -♦- 6x') 



C - az^ ^a C zdz (a -♦- ê 




ax' — 



-_—--—--- rfx = -x*(a — -xV-^-C. 

— 5~ » \ 6 y 



OX* — — X* 

6 

949. Le second procédé dont nous avons parlé , et dont nous allons 
maintenant faire l'application, consiste à préparer la différentielle proposée 
de manière à effectuer une intégration par partie, et à décomposer l'inté- 
grale à laquelle on est ramené en deux autres, dont l'une est précisément 
celle que l'on cherche, l'autre étant de même forme, mais plus simple. On 
a ainsi une formule de réduction dont l'application répétée conduit à la 
solution, ou du moins k la simplification du problème. . 

Cette méthode s'applique même avec avantage aux différentielles ration- 
nelles, et nous en avons déjà vu un exemple (233). 

Considérons, comme exemple, la différentielle binôme 

x*rfx 

/i — x« 
et, en observant que 

xe^x 

j/i— X 
nous aurons successivement 

x**rfx 



= — rf./i— xS 



r x^_ _ ^ ^^^ j/i _ a-i ^ („j _ i)/x*»-*dx |/i — x« 
J i/i— x« 

Décomposant celte dernière intégrale, on y retrouve la proposée que 
l'on fait passer dans le premier membre, et l'on a 

Jx**dx X*»"* |/i — X* m — i Ç x**""*dx 

Telle est la formule de réduction de l'intégrale proposée. Elle permet 
d'abaisser l'exposant m de deux unités, et par suite, de quatre^ six, etc.. 
Si m est entier, positif et pair, on sera ramené par ces réductions succes- 

28 
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sives à 



JX^dx Xî/i — X* i C dx X r\ r \ 



Si m est impair, on arrivera à 

xdx 



Jxax j 



Si m est entier^ mais négatif, la relation ci-dessus ne servirait qu'à 
élever la valeur absolue de Fexposant de x, mais en la renversant et chan- 
geant m en m -t- 2, on a 

r x*^dx x"»+*j/i— x* fw -h 2 r x**+*dx 

) j/ï^r^~ wTï ■*" m -*- i 3 j7rr^' 

d'où, remplaçant m par — m, on tire 

ç dx |/i — X* m -^ 2 /• dx 

J X- j/rr7» ~ ~ (»w-i)x— » ■*■ fw~i 3 a;m-i /TH^* 

Au moyen de cette formule, on abaissera successivement l'exposant 
de X de deux, quatre,... unités, et Ton sera ramené, si m est pair, à 



r 'dx 
3a«i/i— x« 



i/l— x« ^ 
|/r^^ X 



si m est impair, à 

/• dx . 

3 X |/l — X* 

à laquelle la formule ne s'applique pas, vu que m — :i=0. On cherchera 
directement sa valeur, en posant 

|/ 1 — X* = 1 — xz, 



d'où 



2(i— xj2)dz 2z 

— X = — 2z+Xj2', rfx=-^-t i^^ 9 X=-T -> 

i -4- Z' i -*- Z' 



et l'on aura 



r dx C dz ^ , i — l/i— X* 

I -7=zz=: = I — = 1. J3 = 1. =^^ H c. 

Jx/Î^I^ J ^ ^ 

La valeur de cette intégrale étant connue, fera connaître celles de toutes 
les intégrales qui s'y ramènent. 
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Oa trouve, par Tapplication des formules qui précèdent, 



i— = = -?!— (x* + 2)H-C; 



• 

I — z=z= = — ^^ I x* H — X \ -i '- arc sm x + C: 



r x^dx i/i_xV , 4 , 2.4\ ^ 

I — . = — V I X* -4- - X* H I -4- C. 

r x«dx i/i — X» / , 5 , 35 \ 135 

I — -=--—— = — ~ I x^ H — x' H X I H arc sin x -4- C ; 

J/TH^ 6 V 4 24 y 24.6 ' 

Jrfx |/i — X* ^ , ^ — |/i — a?* 

r dx _ /n? /! ,g\,c. 

3x*/î37« 3x V^» ; ' 

f dx _ |/1— x« /l 3\ <5 , 4— 1/1— j« 

)x»/rr7«~ ïT- i,r» -^ 2i; ^ 2.4 '• ï ■*-^' 

f dx t/l— xV ! ^ 2-4\ 

Jx«i/r::7«~ 8^ \^x* ■*■ 3x« ■*■ 1 . 3 j ■*■ ^' 

r dx |/1— x* /^ ±_ ^\ i-3-S 1— /l— X* 

)«'/r:^»~ 6^ V^''"^4x»"^2.4;-^ 2.4.6 * x ■*-^' 



5148. La même marche sert à réduire les dififérentielles binômes, consi- 
dérées en général. On a en effet 

i 

x**fa -4- 6x"Wx = -T x*""''+* (a -4- 6x")^d(o + 6x"), 

^ ' 710 
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et rintëgraiion par partie donnera 

(i)\x*"(a'¥-bx'')Pdx= =4 TT- n 7T \ x*~-''(a+6x"y+*rfa:. 

J nb(p'^i) «6(p-t-1)J ' 

Mais on a évidemment 

j.m-n ^^ ^ 6x")^+* = aa;"*"~" (a -h bx^y + 6x** (a + ôx")^, 

et en décomposant ainsi la dernière intégrale, on trouve sans peine 

(2) \x^{a'^bx^)Pdx=—r7—^ 77 rr^ n \ x**-"''(a-i-6x»Wx. 

J b^m-i-np-hi) 6(m-4-np-^i) J ^ ' 

Cette formule réduit l'exposant m à m — n; si Ton y remplace m par 
m -4- w, et que Ton lire de l'équation la valeur de Fintégrale au second 
membre, on trouvera 

(3) \x«»(a-t-6x'»)''dx= ^r -^ ^^ ^^-—r^ — ' \x"»+"(a-t-6x"ydx. 

Au lieu de faire porter l'intégration par partie sur le facteur (o 4- 6x")''dx, 
on peut la faire porter sur le facteur 

d. x*"+* 

x'^dx = — , 

iw + i 

et l'on a 

V X*" (a + 6x*»)^dx = ^^ — ' — r 1 x**+» (a -4- 6x*)P-*dx. 

J ^ ' nn-i m-t-ij . ^ ' 

Décomposant 

5^m+fi (^ + 6x*)P"* s= X*" (a -4- ôx**)? — ax* (a -4- ôx*)*^* , 

et ramenant dans le premier membre l'intégrale cherchée, on aura 

/MX f / I X » x*'*+* (a -♦- 6X'»)'' pna C ^. , .' . 

(5) \ x*^ (a -♦- 6x"ydx = ^^ 7^ h ^- r \ x"» (a -*- ôx^-V^^Jx. 

^'J ^ ' m-H/ip-f-1 m-t-wp-t-ij ' 

Enfin, si l'on veut augmenter l'exposant p d'une unité au lieu de le 
diminuer, on change dans cette formule;} en p + i, on tire de Téquation 
la valeur de l'intégrale au second membre, et l'on a 

(6) \ x*^ (a + 6x»» Wx = — ; T^ 1 , ^,, lx*^(a-*-6x'»y+*rfx. 

J (p-*-i)wa (p-f-i)wo J ' 

Les formules (1) à (6) servent à la réduction des intégrales binômes. 



(4) 
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Observons d'abord que n peut toujours être supposé > 0, car si cela n'était 
pas, on mettrait la différentielle binôme sous la forme 

Si Texposant m est positif, au moyen de Téquation (2) on abaissera cet 
exposant d'autant de fois n qu'il y est contenu. Si, au contraire, il est 
négatif, on fera usage de la formule (3) qui permet de réduire cet 
exposant jusqu'à ce qu'il ait une valeur numérique moindre que n. 

De même, les formules (5) et (6) serviront, selon que l'exposant p de 
a -♦- tx" est positif ou négatif, à diminuer cet exposant de une, deux, 
trois,... unités, jusqu'à ce qu'il ait une valeur moindre que l'unité, et cette 
réduction pourra se faire, soit avant, soit après la précédente. 

Enfin, les formules (i) et (4) sont applicables à la réduction simultanée 
des exposants m et p, la première lorsque l'on a m > 0, p <^0; la 
seconde lorsque w < 0, p > 0. 

Les formules (2) et (5) conduisent à une indétermination ( oo — oo) 
lorsque m -+- np -♦- 1 =0 : mais on sait que l'on est alors dans un des cas 
d'intégrabilité (24i). Il en est de même des formules (3) et (4) lorsque 
m + i =0. Enfin, les équations (i) et (6) ne s'appliquent plus lorsque 
p + i = 0, mais la différentielle proposée est alors une fonction de 
monômes irrationnels (241). 

Exemple. Soit à déterminer l'intégrale de 

x'rfx 

■ • 

7 

(a -♦- 6x)* 
On trouvera d'abord, en se servant de la formule (6), 

x^dx 2x* /. i 5\ 7 r x^dx 



r xHx _2x*/ i ^\_2r 

3^ m~^* V « W «'3/ L \« 

^ (o H- 6x) * ^ ^ "^ (o -t- 6x) * 

Ensuite, on fera usage de la formule (2), et il viendra 

r xHx 2l/aH-6x / . 6 ax« 4 6 a«x 24 6 a'\ ^ 

), , i 76 V 5 6 3-5 6» 135 b^J 

(o -i- 6x) * ^ 



■î 
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Exercices. 



rgAH^g, jjjin^i ^-8 «*•-« 



f«i+l f«— 1 Jn— s in— s 

(i— a:»)"»" (2n-l){i-a?«)~^ (2»-5){l-x«)~«" (2îi— 5)(1— ai*)"»" 



a; 



- q: arc sin a? + C. 

cfa; 



a^(a-\-bx) » 2aa?(a H- 6a?) « a?(a-4-6aî) • 

f - a?|/o»— aj* r 7a* 8.7 

8. l (a»-a?»)«(to=-l-^ (a«~ar»)«4-^(a»-aî«)«-*;^a*(a«-a?«) 



3. S. 7 J 1.5.5.7 . . a; ,, 



f a;^(fa? a;wr-i^/î"_^ m — i f a?*«-«cfa 

J Kl-t-aj* *» »» J |/l-*-aj* 

.A 6(3»H-2) (3m — 1)6 (3m — l)(3TO-i) 6« 

(a -h bx) » L 

3"* 1 . 2 ... m a*»1 -, 
2.5... (3m — 1) 6"*J 



CHAPITRE XXIX. 

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RENFERMANT DES FONCTIONS 

EXPONENTIELLES OU CIRCULAIRES. 

944. Le peu que Ton sait de Tintégration des différentielles transcen- 
dantes se tire encore de la méthode de substitution et de l'intégration 
par partie. 

Dans un grand nombre de cas, Tintroduction d'une nouvelle variable 
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ramène la différentielle proposée à la forme algébrique. Ainsi, si î{z) est 
une fonction algébrique de z, les différentielles 

f (c) e^rfx, f (tg x) — — ? f (arc sin x) - > • • • 

cos X l/j — X* 

se ramèneront à la forme f{z)dz par les substitutions respectives 

e*=:z, tgrr = jr, arc sin a: = z,... 
Par exemple, on aura, en posant e*»' = z, 

r rfx r e"'rfx i r rfz i . v ^ 

Si l'on remarque que les fonctions l.or, arc sin or, arc tg rr,... ont leurs 
différentielles algébriques en rr, on pourra aussi rendre algébriques les 
différentielles de la forme 

f (e*) dxy f (sin x) dx^ f (sin a;, cos x) dx, f (tg x) dx,... 

f désignant toujours une fonction algébrique. En effet, si Ton considère 
la première et que Ton pose c'^jr, on aura 

x=\.Zj dx=: — y 

z 

et par suite 

({e')dx = f{z)^' 

z 

On opérera de même pour les autres. Soit, par exemple, 

dx 
sin x(a -*-6 cosx) 

la différentielle donnée. En posant cos x = z, on lui donnera la forme 

dz bHz dz dz 

~ (0-4- bz) (1 — jr«) ~ (a»— 6«) (a + hz) "" 2 (a + 6) (1— z) ~ 2(a— 6)(i h-jj)' 

et en intégrant, puis remplaçant z par cos x, on aura 

Îdx b . , , . 1.(1 — cos x) l.(1-*-cosx) 
-: ; ; ;=-rrrI.(aH-ocosx) )r-, rr— ^ ~ rr^ -4-C. 
sin X (a -4- 6 cos x) a*6* 2(a-4-o) 2 (a — 6) 

945. D'autres transformations conduisent quelquefois à un résultat 
plus simple. Ainsi, Ton a 

Jdx r dx 

a H- 6 cos X I / X x\ / X x\ 

I of cos»-H-sin«-j-4- 6( cos»- — sin«^ 1 
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X X 

d*oii, divisant haut et bas par cos' - et faisant tg - c=s z, on trouve 



r àx f Uz 

3 o -♦- 6 cos X J (a H- 6) H- (a — 6)z* 



On peut toujours supposer a +6 positif; a — 6 sera positif ou négatif, 

donc 

a -t- 6 = a', a — 6 = ± j3*, 

et comme on a 

Jiz i (3« r dz 1 a -4- Pz 

-5-j-^ = ^arctg--, 3a«— j3V~2^ ^^ITpi» 

on aura définitivement 



\ 



fefi"''*«(v^'^^*'^^' '' "-*>^î 



ôT6côsx'^) I («-*-fr) — (« — ft)tg2 

y ■ ^' h C, si a — 5<[0. 

|/fc*-a* (a+6)+(a-6)tg| 

En général, si f (sinx, cosx) est une fonction rationnelle de sIdx, cosx, 

X 

en posant z = tg - 9 on aura 

2z i—z* , 2dz 

sm X =-; ;» cos X =r ;> dx = > 

1 -^ je' i -hz' i -f-jg* 

et f (sin X, cos x) dx deviendra une fonction rationnelle de z. 

946. L'intégration par partie s'emploie très-utilement pour Tévaluation 
ou la réduction des différentielles transcendantes. Soient ti, t; deux fonc- 
tions de X, n un nombre entier positif, et faisons 

Nous aurons 

(i) y M"vdx = M*t?i — nyu"-*ridw, 

et si les fonctions u, Vi satisfont à la condition 

Vidu = gvdxy 
g étant constant, cette équation deviendra la formule de réduction 

y w*»vdx = te**Vi — ng f W^^^vdxy 
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qui conduira immëdiatement h la valeur de Tintégrale 
yw"vdx=i;i[M" — n5fu*»~*-4-w(w — \)g*u'*-^ db:n(n— i)--ijf"]-hC. 

La condition ci-dessus est remplie si Ton prend 

i 

^ a 
donc 

f j ^'V ^ i fî(n— i) . . n(n — i)...2-in ^ 

I afc«'rfx= — X- x*-*-+- -i — T— ^x*-* ± -^ i U-C. 

J . a L o a* a* J 

i 

De même, ti = I.x, v = x*^~*. o= — , donneront 

V(I.x)"x*-*dx=— (1.x)- (l.x)"-^-4- -^ — r^il-xy-^ ±-^ — 

J^ '^ m\^ ^ n^ ^ m} ^ ^ W J 

Reprenons Fëquation (i), et supposons que Ton ait 

y Vidu = v% , Vjdtt =gvdx : 

une nouvelle intégration par partie nous donnera 

J'u^-^Vidu = M»~*t?8 — (n — i)y t4*""*r8(lii, 
et par suite 

(2) y ti"t?(lx = tt*t?i — nt4*~* i7s -*- w (n — i)g J'u^^^vdx , 

formule de réduction qui abaissera l'exposant n de deux unités. Par 
exemple, si Ton fait 

u=:x, v = cosx, d'où i;i = sinx, t?s = — cosx, 

on aura 

Vidu = — cos xdx = — vdxy 

# 

et il suffira de poser jr= — i pour que la condition soit satisfaite. La for- 
mule (2) donnera 

yx»cosxdx=î=x»sinx-*- «x*~* cosx — n{n — 1)yx*~*co8xdx, 

et l'on sera ramené, selon que n sera pair ou impair, à 

y cosxdx = sin x, ou à y x cos xdx = x sin x -♦- cos x. 

On trouverait de même l'intégrale de x* sin xdx. 

1t4L7, Si l'exposant n était négatif, l'intégration par partie, portant sur 
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le facteur vdx, ne servirait qu*à élever cet exposant : il faudrait alors la 
faire porter sur le facteur w^dx. On aurait, par exemple, 

) x* "~ (n — i)»"-* « — i J X"-* ' 

changeant dans cette formule n en n — 1, on abaisserait rexposant de x 
de deux unités, et ainsi de suite, jusqu'à ce que Ton arrive à 



î 



qui ne peut plus être soumise h aucune réduction et constitue une nou- 
velle fonction transcendante. 

S4S. L'intégration par partie peut encore, dans certains cas, être diri- 
gée de manière à reproduire, après un certain nombre d'opérations, l'in- 
tégrale primitive : on a alors un système d'équations qui détermine 
celle-ci, et toutes celles par lesquelles on a dû passer. Ainsi Ton a 



j 



6^' b 

e"' cos bxdx = — cos 6x -*- -f e"' sin bxdx^ 

a a 



et, en intégrant de nouveau par partie. 



5 



e"' sin bxdx = — sin bx 7* e"' cos bxdx. 

a a 



On retombe sur l'intégrale proposée : résolvant ces deux équations par 
rapport aux intégrales qu'elles renferment, on trouvera facilement 






, , e"'(a cos 6x -4- 6 sm bx) 

c"' cos bxdx = — i-r h C , 

a' -*- 6* 

... &*'(a sin bx — 6 cos bx) 

e^' sin bxdx = — ^ r — rr -H c. 

a*-t-o* 



Î149. On a fréquemment à intégrer des différentielles de la forme 

sin" xcos^xrfx, 

les exposants m et n étant entiers, mais positifs ou négatifs. Il est facile 
de les ramener aux différentielles binômes : il suffit de poser 



sinx = jj:, cosx = |/l — z*, dx = (i — z') *dzy 



d'où 
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sin** X cos* X da? = «*• (1 — z') * dz. 



On peut aussi, lorsque m et n sont positifs, développer sin"*x cos^a? 
en une somme de sinus ou de cosinus des multiples de x, à l'aide des for- 
mules du n** il. Ainsi Ton a 

i i 

sin' X cos* xrfx = 7(1 — cos 2x) (i -♦- cos 2x) dx == - (i — cos* 2x) dx 

4 4 



i /i cos 4x\ - 

■"4V2 2~y ^' 



dont rintégrale est — — h C. 

O DJm 

Mais le meilleur procède consiste h réduire, dans les diffërentielles de 
cette forme, les exposants m et 1?, au moyen de Tintëgration par partie, 
et de la décomposition de riutcgralc trouvée en deux autres, absolument 
comme au N** 242. 

En observant que 

cos xdx = d, sin x, sin x dx = ^ d. cos x, sin* x = i — cos* x, 

cos* X = 1 — sin* X, 
on trouvera par ce procédé 

(3) (m -♦- 1) y sin"» x cos* xdx= sin"»+* x cos*~* x-h{n — i) f sin"»+* x cos*~* x dx, 

{4e) (m-+-n) /"sin** x cos* x dx^ sin'*+* x cos*^* x 4- (n — 1) /* sin** x cos*^ « dx. 

(5) (n 4- 1 ) y sin** x cos* x dx = — sin'*+' x cos*+* x -H (m -h n -t- 2) y*sin «"x cos*+* x dx. 

(6) (n -4- 1) y sin** « cos* x dx = — sin*"^* x cos*»+* x -h (m — i) f siii*"^*x cos*+* x dx. 

(7) (w -4- n)y sin** x cos* x dx = — sin*"^' x cos*+' x -♦- ( w — i)f sin*"^ x cos* » dx. 

(8) {m-\'i)f sin*» x cos* x dx = sin"»"''' x cos*+' x -h (m -t- n -♦- 2) /* siii'"+* x cos* x dx. 

La formule (4) servira, dans le cas où n est positif, h abaisser successive- 
ment cet exposant de deux, quatre, six,... unités, jusqu'à ce qu'il se réduise 
à zéro ou à l'unité. La formule (7) réduira de même l'exposant m s'il est posi- 
tif. Les formules (5) et (8) réduiront, au contraire, l'exposant n ou l'expo- 
sant m^ supposé négatif, en lui ajoutant successivement deux, quatre,... 
unités, jusqu'à ce qu'il devienne — i ou zéro. Enfin, si l'on avait à la fois 
m < 0, n> 0, on pourrait se servir de la formule (5) pour réduire simul- 
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tanëment les deux exposants ; si Ton avait m ^ 0, n < 0, on ferait usage 
de la formule (6). 

Par remploi combiné de ces formules de réduction, ou sera donc ramené 
à Tune des. intégra les suivantes, dont la valeur s'obtient immédiatement : 

y sin X rfx = — cos X -f- C, y cos x dx = sin x -i- C, 

f . I sin* X ^ f sin X j , _ 

\ sm X cos X ox = — :r h C, \ ox = — I. cos x -i- C, 

J 2 J cos X 

fcosxdx , . ^ C dx , , r^/^^.v 

\— ; =l.sinx-+-C, \ -: = l.tgx = C(22l), 

J sin X J sin JT cos X 

= l.tg|-^C, 



C dx C dx 

\ = 1 =l.tg 

J sin X I ^ . a? X 

1 2 sin - cos - 

j 2 2 



$^-'('*''i)-'('-''0='<î*i)*'=<'"'- 

Les formules (4) et (7) sont inapplicables lorsque l'on a m = — n, mais 
on peut alors se servir, si w > 0, de la forme (6) qui donne 

(m — i)y tg"'xdx = tg"»~*x — (m — i)y'tg"'""*xrfx; 

si m <[ 0, de la formule (5) qui donne 

(n — i) y cot" X rfx = — cot*""* X — (n — i) y* cot"~* x dx. 

On observera encore que si Ton arrive, de réduction en réduction, à 
une intégrale dans laquelle l'exposant de sin x ou de cos x soit réduit à 
l'unité, sa valeur s'obtiendra immédiatement, car l'on a 

f . , sin'^+^x ^ f . J cos"+*x 

\ sin**xcosxax= r ^- C, 1 cos*xsinxax= r--»- C. 

J w-hi J m-i' 

Concluons que, dans le cas où m, n sont entiers, la différentielle sin**a7 
cos** X dx peut toujours s'intégrer sous forme finie. 

Exercices. 



f../i 2V/rf^ 1,1/TT^-f-l ^ 

1. 1 dxyi'^e^=-^ h- 1. ^ i-C 
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r dx 

, — : — =\ ; r(2^3): 6=:rcos«, c=rsm«. 

a -t- 6 cos as -H c sm aï J o -*- r cos {or — a) 



«•• 



«1 



««. 



«S. 



«4. 



«S. 



«•. 



«9, 



2 — sina? 
2 +.COS 



- {te = l. (2-ï-cosa?)H arctgi tg - ) -+- C. 



(I — r cos a5)daî x ,.-T-r «,* -, 

==--»- arc tg ( tg-)-*-C. 



1 — 2rcos»-t-H 2 



/ 1 -♦- 7* a? \ 



n(n — i)f[l(x-^'\/i-hx*)y*-'*dx. 



».cos.x</x=^(»«-?)sia5x 



â? cos 3x 3 3 

■♦" 7 (** — 2) sin « -H - ivcos a?-*- C. 



18 4,' ' 2 



c^coj'a?daî=— 7-r — r, (o* cos* » -+- 2a sin a? cos a? -f- 2) 4-C. 

e^ sin* a; dx= —7-: — 7: (a* sin* x — 2a sin a? cos ob -+- 2) -^ C. 

e** (a sin 2aj — 2 cos 2a?) _ 

**sina? cos xdx=z — ^ — 7m 71 • •+• C. 

2(a*-t-^) 

xdx 

-r-r— = — aï cota? -4-1. sin a) -4- C. 

sin*a; 

. « , cos a? / . . ^ . • 2'i\ ^ 
sm* xdx=z rj — ( sm* a? -^ - sm* » -4- 7—= I -*- C. 

, , sin a? cos « / . 5 , 3*b\ 1»3«5 -, 

COS*ajdx r= 1 cos* « -H 7 cos* x 4- r— 7 J -4- q , ^ OB -+-1.. 

6 Y ♦ 2 • 4 / z • 4 • o 

sm'a^cos^xcte^ -^ ^cos«x-4- jg cos*«-4- jy-j^ cos*x-^ ^-j^-jg j 4- C. 



sm 



in*xdx sin' aï , . /w «\ 

= = smaî-4-l. Igl 7-+-^ )-+-C. 

cos a? 3 "\4 27 



cte cos aï a • • \ . n 

(1-4-2 sm* x) -h C. 



sin* X 3 sin" a; 



, . tg®» tg«aj tg*aj , , -, 

tg'ajdaïrrr-^ ^4-.^ l.cosa?-4-C. 

o 4 ia 
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Jsin'xdx i / -i 2. A -, 
1 — = = — T" I s**^ « — c sm» X — -— I -h C. 

f «'^ / < < * \ . 

• \ -^-T = — ( ^ . , H-;-7-; h a . , | +l.tga?4-C. 

J sin' op cos a; y^o sin" x é sm* » 2 sm* xy 



CHAPITRE XXX. 

INTÉGRATION PAR LES SÉRIES. 

950. Le développement d'une intégrale en série convergente repose 
sur un théorème que nous allons démontrer. 

Soit t/o -i- Wi -♦-••• -*- Wn_i -♦- ••• une série dont les termes sont fonctions 
continues de la variable rr, et qui est en outre convergente, pour toutes 
les valeurs de la variable depuis x = a:o jusqu'à x=X; et soit f(x) la 
somme de cette série, eii sorte que l'on aity pour toute valeur de x 
depuis Xo jusqu'à X, 

(1) f (x) = Wo -4- Wi-«- •• -f- W»_iH- Ri,, 

Rn tendant vers zéro quand n devient infini. Multiplions par dx et inté- 
grons les deux membres de cette égalité, à partir de Xo : il viendra évi- 
demment 

JX »X mX »X mX 

f(x)c/x=i Uodx-^-X wirfx-i- •••-!- I i/n-idx-f-l Rncfx. 
Xi% Xn Xn ■ Xn Xa 



■ •*'0 **'0 



Le dernier terme tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment, car il 
représente (216) Taire, terminée aux abscisses Xo et x, d'une courbe dont 
l'ordonnée Rn devient infiniment petite, quelque soit x. Il en résulte que 
la somme des autres termes tend indéfiniment vers l'intégrale de f (x) rfx, 
lorsque n croit indéfiniment, ou, en d'autres termes, que Von a le déve- 
loppement en série convergente 

mX 0X »X mX 

(2) I f(x)rfx=\ Uadx-^ l Widx-i- \ Wsdx-h«»« 

•'a?o ^0 •^^o ^0 

La limite supérieure des intégrations, x, peut avoir une valeur quel- 
conque depuis Xo jusqu'à X. 
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Il est bon d'observer que, si la série qui représente t{x) devenait 
divergente sans être infinie, pour certaines valeurs de x entre Xo et X, 
Itn ne tendrait pas vers zéro pour ces valeurs de x, mais cela n'introduirait 

dans Taire de courbe I Rndx que des éléments infiniment petits, et 

l'équation (2) existerait toujours. 

Le développement de l'intégrale indéfinie est facile à déduire de là. On 
a en effet 

/f(x)cfx=f f(a?)rfx-*-C, 
et par suite, 

mX mX 

(3) yf (x)rfx = C -f- \ t/odx-*-l Widx-»--« 

Le développement en série convergente d'une intégrale indéfinie est 
donc ramené au développement de la fonction sous le signe y*. 

351. On déduit encore du théorème précédent une conséquence fort 
utile. Si les termes d'une série convergente sont fonctions de x, leurs 
dérivées formeront une nouvelle série qui ne sera pas toujours convergente : 
mais, si elle l'est, elle aura pour somme la dérivée de la somme de la série 
primitive. 

Car, soient F (x) la somme de la série primitive, et 

celle de la série formée des dérivées de ses différents termes. En intégrant 
à partir d'une valeur Xo convenablement choisie, on aura, d'après le 
numéro précédent, 

$X aX mX 

f (x) rfx = \ Uodx -♦- I Ui dx -♦- •••> 

et cette série convergente aura pour somme F(x) + C, puisque ses termes 
ne diffèrent des termes correspondants de la série primitive que par des 
constantes. Donc on a 

f(x)da;=F(x)-t-C, f(x) = F'(x), 



f 



ce que nous voulions établir. 



■% 
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Comme application de cette remarque, on peut déduire Tune de Fautre 
par une simple différentiation, les deux séries qui représentent respective- 
ment sin X, cosx (9i). 

« 

959. Le théorème du n<> 250 est susceptible de deux sortes d'applications 
très-importantes, Tune qui se rapporte aux différentielles dont Fintégrale 
peut être obtenue sous forme finie ; Tautre qui se rapporte aux différen- 
tielles qui ne sont pas dans ce cas. 

Dans le premier cas, en développant la fonctipn sous le signe d'intégra- 
tion, et appliquant le théorème, on obtient sous forme de série convergente 
une intégrale dont la valeur est déjà connue sous forme finie, et en égalant 
ces deux expressions, on est conduit à des séries nouvelles. 

Par exemple, en supposant x compris entre — i et -4- i, on a 



-i I . 13 155 

a — X^) * =: 1 H X* H X* H X 



6 



• • • 



2 2-4 2-4-6 



9 



et par suite 



$ 



*,, ,,-1. i x^ 1.5 X» 1.5.5x' 

VI j^ ) "^."^^âS 2.45 2.4.6 7 





Mais on sait, d'autre part, que l'intégrale au premier membre n'est 
autre chose que arc sin x, sans constante, puisque cette fonction s'annulle 
avec X. Donc 

1 x' 1-5 X» 1.5.5x' 

arc sin x = x -*- ^r -=• -*- s—r -tt -^ ^ # z» "^ -♦-..., 

2 5 2*4 5 2-4*6 7 

et cette série sera convergente, comme la première, pour toute valeur 
de X comprise entre — 1 et -+- 1 . 

Pour X = 1, on démontre (note I") que la série est encore convergente; 
d'autre part, la somme de cette série est fonction continue de x jusque 
et y compris x = 1 (85, remarque); en sorte que, x tendant vers l'unité, 
la limite du second membre est la somme de la série 

^ 11 15 1 155 1 
2 5 24 5 24-6 7 

Cette limite étant nécessairement égale à celle de arc sin x, on a 

TT , 11 15 1 15-5 1 
2 2 5 2.4 5 2.4.6 7 
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5153. On trouvera de même, x étant compris entre — 1 et -4-i, 

(i -4- x')""* = i — X* -H X* — x^ -♦-••• , 



£ 



dx x' x*^ X 



7 



^ i+x«""^ 3 ■*" 5 7 



•••> 



d'où l'on conclura 

x' X* x' 



arctgx = x — -ff--*- -r 7 -»-•••> x=M( — i, +1). 

Cette formule a déjà été trouvée (95). Si x était numériquement plus 

i , dz 
grand que l'unité, on poserait x = - , d'où dx = r, et l'on aurait 

C dx C dz ^ z^ z^ z' 

)i + x« Ji-t-z« 3 5 7 ' 

cette série étant convergente, puisque z^<^\. De là résulte l'équation 



i i i i 



arc tgx = C- --*-— — 



X 3x' Sx** 7x' 



... , 



et Ton déterminera G en faisant croître indéfiniment x, ce qui donnera à 
la limite 

-— C 

954. Passons à la seconde application. Nous avons démontré au n^'âlO 
qu'il existe toujours une fonction de x ayant pour dérivée une fonction 
continue donnée, mais rien ne prouve que cette fonction intégrale soit 
exprimable par un nombre limité de ces opérations élémentaires que nous 
avons jusqu'ici introduites dans l'analyse, sous le nom de fonctions sim- 
ples. En fait, il n'en est pas ainsi, et il existe un nombre illimité de diffé- 
rentielles dont l'intégrale n'est pas exprimable de cette manière; telle est, 

par exemple, que nous avons déjà rencontrée (247). 

Le but que l'on doit alors se proposer est de calculer, avec autant d'ap- 
proximation qu'il est nécessaire, la valeur de l'intégrale, de manière à 
construire une table qui donne, pour chacune des valeurs que l'on peut 
attribuer à la variable x, la valeur correspondante de l'intégrale. Cela fait, 

29 
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riotëgrale pourra être considérée comme une fonction connue de la 
variable or, tout aussi bien que ]es fonctions logarithmiques et circulaires, 
et pourra être introduite au même titre que ces dernières dans l'analyse; 
ce sera une nouvelle transcendante qui pourra servir, h son tour, à 
exprimer les intégrales d'autres différentielles plus compliquées, et ainsi 
de suite. 

11 est clair que Ton de\ra choisir, pour leur appliquer ce travail, les 
intégrales qui, par le rôle plus important qu'elles jouent dans les appli- 
cations, par le grand nombre d'autres intégrales qui en dépendent, se 
recommandent particulièrement h l'attention du géomètre : telles sont les 
transcendantes elliptiques dont nous parlerons plus loin. 

Or, parmi les méthodes que l'on emploie pour calculer les valeurs appro- 
chées des intégrales, lorsque leur expression ne peut être obtenue sous 
forme finie, le développement de ces intégrales en séries convergentes 
est une des plus commodes, et le théorème du n*" 250 fournit le moyen 
d'effectuer ce développement dans un grand nombre de cas. 

355. Prenons pour premier exemple la fonction elliptique de première 
espèce 

•* dx 






la constante k étant < i . La formule du binôme nous donne, x* étant 
aussi <i, la série convergente 

{\ - fcV)'» = i + Uv + il^it*x* + 1^4^it«x« -4- ... 
^ ' 2 2-4 2-4.6 

Nous aurons donc (250) 

r* dx C" dx i, r* x*dx i-5, r* x'dx 

Jo|/i-xVi-A'jc' \ |/i — X» ^ h j/i — X» '^'^ Jol/i— x« 

et les intégrales qui figurent dans ce développement sont toutes comprises 
dans celle-ci : 

Sx'^c/x 
|/i — X» 
dont nous avons donné la valeur au n» 242. En les remplaçant donc par 
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leurs expressions connues, nous aurons, en série convergente, 

C" d^ */../ * /ï — r * • \ 

V =arcsina;-t- -k'i — g^'l — a;' + rarcsinx I 

Jol/T—^*l/i — k*x* 2 \ J 2 / 

i-3,,r x/Î^^V , 3\ 1-3 . "I 

H k*\ 1 x' H — I H arc sin x I 

, 24 L 4 \^*^2y 24 J 

1-5.5, r xi/Ï^T^/, 5, 5.5\ i-3.5 . "| 
2-46 L 6 \ 4 2-4/ 2-4.6 J 



Cette équation peut être mise sous une forme plus simple : tous les 
termes affectes du facteur arc sin x formant, comme on le voit sans peine, 
une série convergente, Tenscmble des autres termes doit aussi former une 
série convergente (25), et le second membre de Téquation peut être regardé 
comme égal à la somme de ces deux séries. On écrira donc 



•*. arc sin X 



y- -n*« 1-5/ , 3\A* i.5 5/, 5, 3.5\fc8 "1 

^ [2 2 24 V^ y 4 24.6^ 4 24/ 6 J' 

aycc la condition 

X = M(— i, 4-1). 

9S6. Considérons encore l'intégrale irréductible 

Je'dx 
—' 

substituons h e* son développement 

x* x' X* 

e* = l -4- x-h -r-T- -^ , ^ „ -H , ^ ^ , -«- ••• , 

i.2 4.2.3 1.2.3.4 

et désignons par x© une valeur de x différente de zéro. Nous aurons 

f * e'dx f* rfx f * ^ i f* ^ ^ f * 1 1 

I =1 hI dx-*--— -\ xrfx -»- . ^ g \ xMx-*-..- 

J X J X J i.2J 1-2-3;^ 

, X , , i X* — Xo' 1 X» — Xo' 

Xû ^ '1-2 



xo ' ' 12 2 12.3 
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ou, en désignant par C la constante 



i 



e'dx ^ . 4 «• i x^ 

X 4*2 2 i«2-5 5 



JE'xcrctce*. 

Développer, sous forme finie et en séries convergentes, les valeurs des intégrales 
suivantes : 



J,ar 
dx 
n 



„ 1 . l-\-x 1 . »j/3 «« a-' a;" ««» 

«• ? I» , H arctg- = 08 r-t--— TTT — TT^- 



Î*l-^aB« 
j-j-^d., a. = M(-l, + l). 



„ 1 ^ aci/2 a?» 0^ »' aï» a?" 

R. — arc te =a;H — — h- — i ••• 

j/5 "-"^i—a^ *^3 5 7^9^11 

'• rrrS'^' aî = M(-l,-^l); 

1 3x (!—»*) a» a?' a?" a?« «" 

3 °1— -ia;«-t-aî* 5 7 11 13 17 

. I dx[/ ax — a*, a; = M(0, -Ha). 



a — 2a? - > r a» a— 2a; |,y-/2 x x* 3a;» \ 

R. _: — ^ — .' J/ oa; — a;» -H— arc cos =a;«|/o j -—- 7-=-;— , ._ , )• 



da;, a;» < 2. 



, ^ , .. TT a; a;* a;» /a;» a;* a;' \ . / a;» a;*® œ" \ 



$ 



a; 
arclgaîda; „, . .. 

1 -♦- a;" 
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R. (.rctgx)-J-(^l + *)l*H-(l+*^l)f- 



Dëyelopper les intégrales irréductibles 



1. 




fl.(l— «). / X» X^ X* \ ^, M MX 



Jl. (1 -4- a?) tt^ x^ X* 



r arc tg â? (te «• ar* as^ ..,,.. 

S. V 1 =08--+----^..., flP=M(-l,H.1). 

f (T^'dœ 1 e«r i/, a?\ i'Z/ 3. 23. 123 \ 1 

« = M (—1,-4-1). 



J*arc tgacl. (l-4-a^) ^ /l A îb» /1 1 1 \ a;» 

r raj"»+» »6 a:"'+»+» p(p — 1)6* 

J ^ '^ L'"'*"* om-hn-4-1 1-2 o* 



m -4- 2n -4- 1 

p (p — 1) (p - 2) 6» a"*+»"+' 



i'2-3 o» fn-4-3ii + 



Pï-^-J' *"=*'(n'-?) 
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CHAPITRE XXXI. 

DES INTÉGRALES DÉFINIES. 
§ 1. PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

357. Nous avons montrcS au n"" 2i7 que, si la fonction f (x) est continue 
depuis x=Xo jusqu'à x=X, il existe une fonction F{x), également 
continue, dont la dérivée est f (x), et que Ion a dans ce cas la relation fon- 
damentale 

(i) l f(x)dx = F(X)-F(xo). 

Cette formule sert h calculer l'intégrale définie d'une fonction, quand 
son intégrale indéfinie est connue, mais elle exige une précaution, lorsque 
la fonction F(x) est à détermination multiple : il est clair, en effet, que si 
la fonction admet plusieurs valeurs pour x=:Xo ou pour x=X, l'équa- 
tion (i) fournira des résultats différents suivant celle de ces valeurs que 
l'on adoptera, tandis que le premier membre n'admet qu'une valeur. Mais 
les principes mêmes sur lesquels cette formule a été fondée décident la 
question, car ils impliquent la continuité de la fonction F(x) de Xo à X : 
il faudra donc, après avoir choisi la valeur F(xo), prendre pour F(X) 
celle des valeurs de la fonction qui se relie h F(xo) par une série continue, 
lorsque l'on fait varier x de Xo à X. C'est pour cette raison que nous 
avons (218) fixé la valeur de l'intégrale de (i-^x')~*dx, entre les limites 

Oet 1, à7- 
4 

35S. La formule (1) conduit à diverses propriétés des intégrales défi- 
nies. On a d'abord, par cette équation, 

C "f(x)rfx = F(xo)-F(X) = — [F(X)— F(xo)] = — f f(x)c/x; 

X ^0 

donc, si l'on renverse tes limites d'une intégrale définiCy on ne fait que 
changer son signe. C'est ce qui résulte d'ailleurs immédiatement de la 
définition même de l'intégrale définie (215). 
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359. La méthode par substitution s*appliquc aux intégrales définies. En 
effet, posons a; =9(2), et désignons par Zo, Z les valeurs de z qui correspon- 
dent respectivement à Xo, X, et qui sont déterminées par les équations 

Xo = 9 (zo), X = 9 (Z). 

D'après Féquation (1) • 

.X 

f(x)(lx=F(X)-F(xo) = F[9(Z)]-F[9(zo)]; 






or, la fonction F[9(z)] ayant pour différentielle F' [9 (z)] 9' (z) rf^r 
= f [9 (z)] 9' (z) rfz , le dernier membre n'est autre chose que l'intégrale 
de cette expression entre les limites Zo et Z ; donc, on a 

X Z 

(2) C f(x)rfx=f f[(p(z)]9'(z)rfz. 



•""o ■^0 



Ainsi, lorsque Ton substitue une variable à une autre dans une inté- 
grale définie, on doit prendre pour limites les valeurs de la nouvelle 
variable qui correspondent respectivement aux limites primitives. 

La transformation précédente exige absolument que la fonction 9 soit 
continue de Za h Z, car si 9(2) variait brusquement lorsque z passe de la 
valeur Zq à la valeur Z, la fonction F[9(z)] éprouverait elle-même une 
variation brusque ; elle ne serait plus fonction continue de z^ et la diffé- 
rence F [9(Z)] — F [9 (zo)] ne représenterait plus l'intégrale définie 

.z 

f[9(z)](p'(z)dz. 



^0 



La formule (2) se déduit aussi de la notion de l'intégrale définie. 

360. Il n'y a aucune difficulté à appliquer la méthode par décompo- 
sition aux intégrales définies. Ainsi l'on a, soit en partant de l'équation (1), 
soit en partant de la notion de l'intégrale définie, 

(5)1 [f(ar)-»-9(x)-*-^(x)-*-—]rfx=i f(x)rfx-i- 1 9(x)dx-Hl ^(x)rfx. 

361. L'intégration par partie s'applique de même. Soient t/ et v deux 
fonctions de x : de l'égalité connue 

f udv =5 ut? — fvdu^ 
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on déduit immédiatement, par Téquation (i), 

(4) \ udv= wv — I vdii, 

formule dans laquelle la notation 



H 



représente raccroissement de la fonction uv lorsque x passe de la valeur Xo 
à la valeur X, la fonction uv étant d'ailleurs supposée continue. 

363. Il est souvent utile de décomposer en plusieurs parties l'inter- 
valle compris entre les limites de l'intégrale : c'est à quoi sert le théorème 
suivant. 

Soient Xi, Xj,. • 9 ^r» diverses valeurs de la variable comprises entre rr© 
et X. L'équation (i) donne 

\ f(x)rfx = F(xi) — F(xo), \ f(x)dx = F(x8) — F(xi), 

Jxq •'a?4 

\ f(x)rfx = F(X) — F(x,), 

Xf^ 

et, en ajoutant ces équations membre à membre^ la somme des seconds 
membres se réduit à F(X) — F(xo), ce qui donne l'égalité 

JX /.a?! j.»8 i.X 

f (x) cix = I f (x)dx -*- I f (x) dx H h I f (x) dx. 
djQ u^Q j;^ fCtt 

Il faut remarquer que les quantités Xo, Xi,..., x„, X, ne sont pas néces- 
sairement rangées par ordre de grandeur : la variable x pourrait être 
tantôt croissante, tantôt décroissante dans les intervalles, et quelques-unes 
des quantités Xi,..., Xn pourraient même n'être pas comprises entre les 
limites Xo et X, sans que la démonstration cessât de subsister. La seule 
condition , toujours indispensable, est que la fonction f (x) ne cesse pas 
d'être finie entre les limites des intégrations, et, si elle est à détermination 
multiple, que l'on ait soin de lui conserver la même valeur lorsque x 
revient aussi à une même valeur. 

Le théorème précédent suffit quelquefois pour donner la valeur d'uue 
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intégrale définie, sans que Ton connaisse l'intégrale indéfinie de la fonc- 
tion î{x)dx. Par exemple, soit l'intégrale 

\ sin x^dx = I sin x^dx -*- l sin x'dx. 

Changeant x en — z dans la première de ces deux intégrales, et renver- 
sant les limites, on a 

I sin x^dx = I sin ( — z') dz -h \ sin x'dx 
J-1 h h 



= — \ sin z^dz -+- I siii x^dx = 0. 
•'o •'o 



5t63. Les propriétés de l'intégrale définie 

.X 

f (x) dx 



l 



établies au chapitre XXV, et celles que nous venons d'exposer, suppo- 
sent toujours (218) que les limites Xo et X aient des valeurs finies, et que 
la fonction f(x) conserve une valeur finie depuis x=Xo jusqu'à x=X. Il 
nous resterait à examiner ce que deviennent ces propriétés lorsque les 
conditions précédentes ne sont plus remplies; mais cette théorie délicate 
fera l'objet d'une étude spéciale. Nous nous bornerons ici à quelques prin- 
cipes très-simples. 

i» Une intégrale prise entre les limites Xo et oo n'est autre chose que la 
limite vers laquelle tend l'intégrale prise de Xo à X, lorsque l'on fait 
croître indéfiniment X; on a donc, par définition, 

(x) dx = lim \ f (x) rfx, lim X = oo . 



r 

/M 



•''0 ^0 



On interprétera de même les notations 

,X ^-+-00 



\ f (x) rfx, I f (x) dx. 



â"" Quand la fonction f(x) devient infinie pour l'une des limites Xo, X, 
u ne prend d'abord l'intégrale que jusqu'à une valeur de x infiniment 
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voisine de cette limite ; on fait ensuite tendre vers zéro la différence entre 
cette valeur de x et la limite : la valeur vers laquelle converge l'inté- 
grale, valeur qui peut être flnie, ou infinie, ou indéterminée, est repré- 

sentée par la notation l f(x)dx. Ainsi, supposons f(X)=oo, et soit s 

un infiniment petit de même signe que X — x©; on aura, par définition, 

.X ^X— . 



^A 0A. S 

I f (x) dx = lim \ f (x) dx. 



^Q . ' '^0 



De mémo, si f(x) devenait infini pour une valeur Xi de x comprise 
entre Xo et X, on aurait 

-X p-o?!— e 0X -1 

\ t{x)dx=lim\\ f(x)rfx+V f(x)dx, 

£ et y} ayant pour limite zéro : la valeur de l'intégrale, définie par cette 
équation, sera, suivant les cas, finie, infinie, ou indéterminée. 

Ces remarques, jointes aux précautions que nous avons indiquées dans 
remploi des équations (1), (2), (3), (4) et (5), suftisent pour lever les diffi- 
cultés qui peuvent se rencontrer dans la plupart des applications, et pour 
prévenir les erreurs que Ton serait exposé à commettre. 



§ 2. APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS AU CALCUL DES 

INTÉGRALES DÉFINIES. 



^64. L'intégrale indéfinie d^une différentielle étant connue, Féqua- 
lion (1) fournit son intégrale définie entre les limites données. Voici quel- 
ques résultats obtenus par cette méthode. 

De la formule 



s 



1 



x**dx = 







a H- 4 



c, 



on déduit, en supposant o> — i. 



î 



a;«rfx = 



i 



a -\- \ 



De la formule 



i 



, X sin 2wtx _, 

cos' mxdx = 7: H ; H C , 

2 4m 
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on déduit 



\ cos* mxdx==r:y d'où i sin* mx dx = - 
3. 2 1 12 



On a trouvé, a — 6 étant positif (245), 



Î(h 2 / /a^b x\ 

Prenant l'intégrale entre les limites et tt, et observant que la fonc- 
tion circulaire est assujettie à varier d'une manière continue, on aura 



i 



rfa: • 2 TT 
j = - Tare tff 00 — arc tg 0] = ■ 



On tirera de même, de la relation 



î 



dx i X -♦- cos © 

i -4- 2x cos cp -♦- X* sin cp ^ sin cp 
régalité 

)dx if i -h cos cp cos ©1 

. — 5 = arc tg ; 1 — arc tg -r-^ 
1 "h 2x cos cp -+- x' sm (p L s*" 9 ^*" ?J 



OUI u/ . A 9\ 

= :n-r ^''c ^S t-t-tttt: = :Trr ^''ctgf tg- j: 



i sin CD i 

arc tg — = — 

sin cp i -♦- cos cp sin cp 



d*où 



i 



dx 9 



) i -♦- 2x cosq? -*-x' 2sincp 
Supposons iw et » entiers, et différents l'un de l'autre : nous aurons 

I cos mx cos nxdx = ^ \ [^^^ (m -♦- n) x -*- cos (m — w) x] dx. 

fsin (m -4- n) X sin (m — n) x"j^ 

"^L 2(m + w) ■*" 2(m — n) J^ "" 

365. On trouve immédiatement, en ayant égard à ce qui a été dit 
plus haut (265), 

r dx n r i 

\ -= i = cr' \ e-«'dx==-, a>0. 
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De même, si dans les formules du n*> 248 

r f 1 e*' (a cos 6x -*- 6 sin bx) 

\ e*' cos bxdx = — ^ r tï •+• C, 

J a* -h 6' 

Î. , , e*' (a sin bx-^b cos 6x) 
e*' sin bxdx = — ^ r =-; ^ -♦- C, 
a* -*- 6* 

on change a en — a, el si Ton regarde a comme positif, on aura faci- 
lement 

e~«' cos 6xrfx = -1 — rr» I e~«' sin 6xrfx = -. 

a«-*-6« J^ a* 4- 6* 

966. L'intégration par partie, appliquée aux intégrales définies, con- 
duit à des formules de réduction semblables à celles que nous avons 
souvent rencontrées, mois, lorsque les limites sont convenablement choi- 
sies, beaucoup plus simples. Par exemple, Téquation 

I g-air^j-n-i^/jp , , I e-«'X"~'aX 

J a a j 

qui résulte immédiatement de l'intégration par partie, donne évidemment 

\ e""«'x**~^ttx= I g-^'x^'^ax, 

•'a * ^A 





si n > i ; et par suite 

.00 

e"^*x''-*dx= 1.2-3 •.. (w— • i)a-\ 



$: 





De même, la formule connue 

Jx"»rfx X**"* |/i — X* m — 1 r x"*"'rfx 

donne (261) 



Ç x**dx m — if x^'^'rfx 



/l— x« *" K |/î 

Si m est pair, on tirera immédiatement de là 



Ç^ x*^dx m — 1 m— 3 1 Ç dx i 5»"(m— 1) it 

Jo/f^ ;r'";jr=r2-2)„j7fîî^- 2.4...m r 
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Si m est impair, on aura de même 

en observant que 

•'ol/i— X* L Jo 

Considérons encore la formule du n® 255 

Jrfx X 2m — 5 r dx 

(ÎTxT^ "^ (2m — 2) (i -*- x«)"-* ■** 2m — 2 ) (1 + x«)"-* ' 

et prenons et oo pour les limites de rintëgralc. Le terme hors du signe 
d'intégration étant nul pour x==0, et tendant vers zéro lorsque x croît 
indéfiniment, nous avons 

p dx 2m — S r* rfx 

3 (1 -*- x«)"» "" 2m — 2 )^ (i + X»)"»-* ' 

et cette formule de réduction nous ramène au cas où m = i (265), d'où 

'^ dx 4-5 •••(2m — 5) n 






,^(l-vx«)"' 2^4 •••(2m — 2) 2 
En posant j/ox — x* = xz, nous avons obtenu (259) 

Si les limites sont x=0, x=a, les valeurs correspondantes de z seront 

z=oo et z=:0; donc, renversant les limites et changeant le signe de 

rintégrale, remplaçant m par m+i dans la formule obtenue plus haut, 

on aura 

'"* x^^dx 4.5.-(2m — 4) 

I — ■ = i^ 7ra** 

lo \/ax - x« 2. 4. ••2m 

Cette intégrale est souvent utile. 

On trouvera, par la même méthode, suivant que m est pair ou impair. 



i 



5 



2. , 4-5^^^(m — 4) TT 2-4--(m--4) 

sin"xax = — ^-—r "S ^^ , ^ - 

2. 4 •••m 2 5^0 •••m 
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et 



n 



\ 



^a.^...(^^„) Y (m, «.pairs); 

2 ] 2.4--(n — i) 
sin"» xcos"xrfx= ( , t-tt — ^-=t — r \ i^ impair, m quelconque); 

2»4 ••(m — i) 

(m impair, n quelconque). 



(n-»-i)(n-f-5)-(m-+-n) 



967. Considérons maintenant l'intégrale remarquable 



r 



x"'"^c/x 



m et n étant entiers, positifs, et n^m. Nous aurons besoin du lemme 
suivant : on déduit facilement des propriétés des exponentielles imagi- 
naires (ch. IX, § 4) les formules 

A ^rs /.^ . V A sin 2n9 

COS0 + cos 00 4- ••• -+- cos(2n — 1)0= ^ . . ; 

^ ' 2sin0 

sin* n9 



sin 4- sin 50 + ••• -+- sin (2n — i) = — : 



sîn 



La première, différentiée par rapport à 0, donne 



. A ... ..A /^ -v . /« .xA 2/icos2n0sin0— sin2n6cos8 
sin0 + 3sin30+... + (2n—i)sin(2n— 1)0= ^-r-jg 

Faisons dans ces formules = — » m et n satisfaisant aux conditions 

n 

ci-dessus: sin2fi0 = O, cos2n0 = i, et il vient, en désignant part un 

nombre entier et impair, 

(a) 2 cos = 0; ((3) S sm =0; 



(y) S t sin = — 



._i n , mn 

sin — 
n 

Gela étant posé, décomposons en fractions simples la fraction rationnelle 

i ' 

1 H- x" 
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en observant que les racines de l'équation 1 4-x*»=0, d'après ce que nous 
avons établi (n° 9, p. 11), sont, toutes comprises dans l'expression 

in. y 

*^ / 7 • *^ T*^"* fliX"T 

cos h 1/ — ism— =e" =ze^iy^*. 

n ^ n 

iiz 
i désignant l'un des nomhvts impairs i, 5,... {2/i — 1), et 9< le rapport — 

Or, d'après la méthode exposée pour la décomposition des fractions ration- 
nelles, et la remarque du n° 229, les racines étant ici toutes inégales, le 
numérateur de la fraction correspondante à la racine ci-dossus s'obtiendra 
en faisant x égal à cette racine dans l'expression 

f(x) i 
¥{x) n ' 

sa valeur sera 

n n 

à cause de la relation 

g— «e^j/HT __- g— <7rï/^ — - 0QS ITT = — i . 

On aura donc 



ou, en multipliant haut et bas chaque terme par x — e^^iV"^--^ et appli- 
quant la formule du cosinus en exponentielles imaginaires, 

x*"-* ^i ope^Q.V^^— e(«-*)0.V^^ \ xcosmG,— cos(m— 1)9. 



n a?' — 2xcos0,-*-4 n x' — 2a;cos0i-f-4 

car, la fonction à décomposer étant réelle, il est évident a priori que le 

coefficient de |/ — 1 est nul dans le second membre de cette égalité. Inté- 
grons maintenant d'après la formule du n° 255 (5°), en observant en- 
core que 

cos nSi cos S< — cos (m — 1) 9f = — sin nSi sin 9„ 

et nous trouverons l'intégrale indéfinie 



$ 



on^^^dx 4 •='••""* 

ç=s — TT- S cos m^i 1. (x* — 2x cos 9^ ^- 1) 

1 -4- x* 2n <^j 

* î^*""** . f^ X — cos 9< ^ 

-*- - S sin m0i arc tg — :— r 1- C. 

« <=i sin 9< 
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Cherchons ce qu*cllc devient aux deux limites x=:0 et x = Qo.Le 
premier groupe s^annullc pour x = 0, car 1. i est zéro; il s^annulle aussi 
pour X = 00 , car on peut écrire 

2cosm9<l.(x*— 2xcos9f-t-i)=l.x*2cosm9i-f-2cosm9ilY 1 cos9,4--j; 

le coefficient de 1. x' est nul, à cause de la formule (a); les autres termes 
tendent vers zéro lorsque x croit indéfiniment. Ainsi la partie de l'intégrale 
qui s'exprime par logarithmes est nulle aux deux limites. 
Quand au second groupe, observons que, pour xe=0, 

X— cos9< , .. r . /^ o\l o ^ 

arc tg ^.^Q^ = arctg(— cot 9,)=arctg — tgf - — 9, 1 =9. — - » 

et que, si Ton tient compte de la condition de continuité imposée à l'inté- 
grale indéfinie, on aura 



hK'-i^U-^C'-î)""-'" 



d'où 



j 



= - 2 sin m9, 2 9,sinm9.. 



En vertu des formules ((3) et (y), cette équation se réduit à 



$ 



i -+- X* . niTT 

n sm — 

n 

Cette intégrale définie en donne une autre, aussi très-importante. 

Posons 

m 

x^=z, - = «; 

n 

les limites d'intégration par rapport à z seront encore et oo , et la sub- 
stitution nous donnera 



$ 



^ i-4-z sin aTT 





a ayant une valeur fractionnaire comprise entre zéro et l'unité. On s'as- 
sure facilement que l'intégrale définie, dans ces conditions, est une fonc- 
tion continue du paramètre a, et comme sin an jouit de la même propriété) 
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on en conclut que Féquation subsiste pour toutes les valeurs de a plus 
grandes que zéro et plus petites que l'unitë. 

nos. Le développement en. série, conformément aux principes exposés 
dans le chapitre précédent, fournit des valeurs indéfiniment approchées 
des intégrales définies. Soit, comme exemple, à déterminer 



i 



'îl(i^)rfx. 



" 



Remplaçant 1. (i + x) par la série 



0?* a?' »• 



convergente pour toute valeur de x depuis jusqu'à 1, on aura 

l 'dx=\ dx — -l xdx-^-X x'da? — - I x'dx -♦-••• 

•'o ^ •'o •'o •'o •'0 



— 1 — 1 1— i 



• • • 



2* ' 3* 4* ' 

et cette série convergente donnera la valeur de Tintégrale définie aveq 
l'approximation voulue. 

Il arrive souvent que, dans la série obtenue pour représenter une inté- 
grale définie, on reconnait le développement d'une certaine quantité : on 
trouve ainsi sous forme finie Fexpression de l'intégrale définie, quoique 
rintégrale indéfinie demeure inconnue. Ainsi, l'on peut démontrer que 



TT* 



la série numérique ci-dessus a pour somme — ; on a donc 



1 



"= ^2 



5169. Soit encore à chercher l'intégrale, entre et tt, de l'e^i^ression 

X sin X dx 

i -4- COS*X 

£n vertu de l'équation 

(4 -*- cos* x)~* = 4 — cos* X •+- cos* x — cos® x -4- • • -, 
et de la formule 

r ' t ^ rx cos«"+* x"i^ i r ,., , 

I X sm X cos** xax = — i — rr r- -+- ^ 7 I cos*''+* x dx , 

•'0 L -Jq ^ 



50 
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où riutégrale indiquée au second membre est nulle comme ayant tous ses 
éléments deux à deux égaux et de signes contraires, on aura 

(^ xsïnxdx /. i i i \ 

j^i-*-cos«x \ ^ ^ 7 y 

Mais la série entre parenthèses a pour somme, comme on Ta vu, le 
quart du nombre tt. Il viendra donc 

''^ xsînxdx TT* 



[ 



i -f- cos* X 4 



On aura de même, en développant sîn 6x, 



rc-^'sinôxrfx . r* . . 6» f* , . 6» Ç^ 



î 



et en remplaçant les intégrales du second membre par leurs valeurs, 
comprises dans la formule (n® 266) 

■00 

'0 

on trouvera 

Comme la formule concernant le développement d'une intégrale en 
série n*a été démontrée que pour le cas des limites finies, et que, en 
outre, la série ci-dessus n*est convergente que si le rapport 6 : a est moindre 
que l'unité, on voit bien que la formule obtenue n'a qu'une valeur d'in- 
duction. Cette remarque est applicable à beaucoup d'intégrales définies 
obtenues par le même procédé. 

Exercices* 

Trouver les valeurs des intégrales définies suivantes, 1 « par Tintégration indéfinie : 







J dx 3r 
a* cos* a? H- 6* sin* as ~ 2o5 



9 



C %==, _^=. (a.>l). 



— 339 — 



f sinxdx 1 /i -I- a\ 

J 1 — 2a cos a? 4- a* * V^ — *y 



^0 



dx 



i f— 

) i — 2a COS a; 4- a* i — a* 

^. V l.l/ïT«»rfaî=^H-1.2 — 2. 

$i 
««-t/j X— 1^ i-2...(n — 1) 
as*-* (i — a;)"-»rfjc =s --— 1 '- -- 
Q m(w-i-l)."(m-»-n— 1) 





cos"* X eos mxdx:= ,?-- 

2* 





9. I COS* « COS noi; <i(v, m et n étant entiers. 

R. L^intégrale est nulle si m'^n, et si m, étant ^n^ est de parité différente. 
Si in^ n, m et n étant de même parité, la valeur de Pintégrale est 

(n-t-i)(n-»-2)«»- w Tt 

2.i...(»»— n)(2n4-2)(2»-*-i)—(»i-f.n) 2"* 



•J 



H"** sin* xdx^ --r T— -T — -^' , r, si n est impair : 



i.2*3***tt . 

— --T ssrT-; js: r^ =: SI H CSt pair. 



2^ Par les séries : 



$\.xâx v/i 1.3 1.3.3 \ Tt 

^i7ï3^""'"lV?"*"FP'*-2:ï:êi-*-'7=--2*-^- 

) X \i^fij 







a!K tfK 



Î' <r"<to _ e« .-e * r i.2 12.3.^ "1 

l-hCOS«aî"~' a L «•-*-2«"*"(a«-t-2«)(a«4-i«) "j 



S 



7C 

-. f 1 o-4-6sinife dx . 6 1^=^m\ 

«»- 1 I. :— r-^-: — = 3rarcsm- |-^ij' 

Jq o — osma; sma; o \* / 
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14. 1 c**®**cos(rtsinap)daî=s7r. 



Ift. 



l. I c**®'*cos(rtsi 

««"•* cos (o sin ir) cos na dx SES - —- • 



Îe"«*»"' gin (a sin a;) (to a I 
h 



dz. 



«r-acoi« gQj (a sin a?) do? = - — I d^. 

■'o ^ 



Déduire de cette dernière formule celle-ci : 



[ 



sin z w 

T" 2 





CHAPITRE XXXII. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INTÉGRAL. 

970. Le calcul intégral s'applique avec succès à un grand nombre de 
problèmes importants de la géométrie : la quadrature des aires planes, la 
rectification des courbes, l'évaluation des volumes et des surfaces courbes, 
etc. £n effet, ces problèmes se ramènent facilement à la recherche de la 
limite d'une somme d'infiniment petits : or, en vertu d'un principe fon- 
damental (29), on peut négliger dans chacun de ces éléments infiniment 
petits la partie, infiniment petite par rapport à lui-même, dont l'évalua- 
tion directe serait impossible, sans que pour cela la limite de la somme 
des éléments soit altérée. On obtient par là une expression très-simple 
de- l'élément infinitésimal de la grandeur cherchée, en fonction de 
l'accroissement d*one variable convenablement choisie; la limite de la 
somme de ces éléments prendra donc la forme d'une intégrale définie. 
On cherchera d'abord l'intégrale indéfinie de la fonction sous le signe/*; 
puis, à l'aide du théorème général du n® 257, on en déduira immédiate- 
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ment l'intégrale définie, et l'on aura l'expression de la grandeur que l'on 
voulait cfllculer. 

C'cM sous ce point de vue uniforme et entièrement rigoureux que nous 
présenterons les diverses applications du caleul intégral à la géométrie. 

§ i . QtADRATURE DES AIRES PLANER. 

571. Coordonnées rectiUgnes. ^— Soit 
S, = f(i) 
l'équation d'une courbe plane BH, rapportée à des axes OX, OY se cou- 
pant sous l'angle y. Nous voulons calculer l'aire S 
comprise entre la courbe, l'axe des x, et deux 
ordonnées Afi, HP. Décomposons cette aire en 
segments infiniment petits par des parallèles k 
l'axe des }/ : chacun de ces segments, tels que 
mppim', peut être remplacé par le parallélo- 
gramme mpj/tj, qui n'en diffère que d'une quan- 
tité infiniment petite par rapport à ce segment (32), et qui a pour 
expression 

«ip sin 7 . pp' = y sin y . Aa;. 

La limite de la somme des aires de ces parallélogrammes sera donc 
rigoureusement égale k l'aire cherchée ABHP, donc 

S^/tm2^siny>Ax; 
ou bien, si l'on se rappelle la définition de l'intégrale définie et si l'on 
désigne par xe, x les abscisses OA, OP, 

(1) S = siny \ ydx. 

Lorsque les axes sont rectangulaires, il vient simplement 

(2) S_j yd». 

On obtient aussi ces formules en partant de l'expression de la différen- 
tielle d&, donnée au n* 141. Nous allons les appliquer à divers exemples. 

tf 3. Parabole. — L'équation de la parabole rapportée à un diamétrcOX 
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et il la tangente OY au point où ce diamètre coupe la courbe, a la fonne 
y* = ^kx, ou y=ij/aÂx*. 
L'aire OHP, comprise entre la courbe, l'abscisse OP^z et l'ordonnée 
•^P™?) aura pour expression, d'après ce qui précède, 

S = i/îksiay \ a:" rfx = (/âÏ8in)'. = x», 
Jo * 

ou encore, en vertu de l'équation de la courbe, 

2 
S = - xy sin y. 

Hais le produit xy sin y représente l'aire du parallélogramme OPQM 
I construit sur OP et HP; l'eïre parabolique OH 
vaut donc les deux tiers de l'aire de ce parallélo- 
gramme. 
Prolongeons l'ordonnée MP jusqu'à sa rencontre 
I en M' avec la courbe : on voit sans peine que turf, 
OPM'= surf. OPM, et par suite, que l'aire MOM' 
I comprise entre la parole et une corde quelcon- 
que MH' vaut les deux tiers du parallélogramme construit »ur cette corde 
et SUT sa flèche OP. 




918. Segment circulaire. - 
diamètres rectanplaires étant 



- L'équation du cercle rapporté ii deux 



le segment compris entre deux ordonnées, qui répondent aux abscisses 
et X, a pour valeur 



On trouve facilement, 




Il suffit, pour obtenir l'aire du quart de cercle, de faire dans cette for- 
mule x=a, et l'on trouve 



d'où résulte, pour l'aire totale du cercle, l'expression connue na*. 



. — 343 — 
974. Segment elliptique. — L'ëquation de l'ellipse 

— ^- ^ =i 

donne, pour l'ordonnée positive, l'expression 

y = - ^^o* — X*. 
Le segment d'ellipse, terminé aux abscisses et x, a donc pour valeur 



8=* rdx|/o« — x». 



et est, au segment correspondant du cercle décrit sur le grand axe comme 
diamètre, dans le rapport de 6 à a. Il est donc connu par ce qui pré- 
cède. On en déduit évidemment, pour l'aire totale de l'ellipse, l'expres- 
sion 7ra6. 

%7ê. Hyperbole rapportée à ses asymptotes. — L'équi^tion de la courbe 
est, c désignant l'excentricité, 

c* c* 

»y=-, ou y=^- 

On a donc, en appelant y l'angle compris entre les asymptotes, 

S = V sin y \ — = T siu y 1. 1 — |« 

Cette expression deviendrait infinie si l'on supposait Xo égal à zéro, c'est- 
à-dire si Ton comptait l'aire plane à partir de l'asymptote prise pour axe 
des y. 

976. Cycloïde. — Les équations de cette courbe 

x=:a{(ù — sina>), y = o(i — cosci)), 
donnent 

y £lx = a' (i — COS w)* rfû). 

On trouve immédiatement 



î 



(i — COS »)* rfw s= -» — 2 sin (0 + - sîn (o cos »-»•€. 



Si donc on compte l'aire S de la cycloïde depuis l'origine où a)= 0, 
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jusqu'à rordoiiiiëe HP <jui correspond â l'angle u, on aura 

S=:a* ( x'i' — Ssinu •«- -sÎDucosu V 

Retranchons cette valeur de celle de l'aire du rectangle OPFG, qui est 

■ 3ax ou âa*({» — sin u); le reste, qoi exprime 
l'aire OHFG, sera 
"*/ ■ \ 

— (w — smcdcost»); 
c'eslprëcisémentraire du segment AMQroniië, 
dans ie cercle gdnëraleur, par la parallèle MQ 
k la base de la cycloîdc. On a donc 

surf. OHFG = surf. AHQ. 
Pour u^^Sir, ou trouve S^Sira* : l'aire totale comprise entre une 
arcade de cycloïde et sa base est donc iquieatente d trois fois faire du 
cercle générateur. 

S77. Cherchons l'aire comprise entre les axes coordonnés posilirs, et 
la courbe qui a pour équation 



GT-C) 



ÏÏ='- 



m et n étant des constantes positives. 

Tirant de l'équation la valeur de y, laquelle s'annule pour x = a, on 
obtient facilement 



ou, en posant X'=as'' et transformant 



et transformant, 

s- î5 ('>'(! -»)-.fc. 
m 1. 



Faisons, pour plus de simplicité, — = ft, -«w, et p 
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il viendra enfin 

L*airQ demandée est donc exprimée par cette intégrale définie, à laquelle 
on peut d'ailleurs appliquer les réductions que comportent les différen- 
tielles binômes. On a d'abord 

) (i -«- tl)f*+^+« "" "" (/X -H V) (i -4- îl)P+^ ■*■ ^ H- V J (iH- tt)f*+^' 

et 

Observant d'ailleurs que le terme hors du signe J* est nul pour t«= 
et u=oo , si l'on a fx ^ i, il viendra facilement 

Répétant plusieurs fois cette opération, et désignant par k le plus grand 
entier contenu dans fx, on aura évidemment 

VP; ^ "''(v-*-i)(v^-!2)...(v-Hfc) 3^ (i -4- w)f*+''+* 

Si, par exemple, fx est un nombre entier A; + i, la valeur de l'intégrale 
sera (/x-i-v)-*, et l'on aura 

S= ab ; TT-: ^, . r • 

(v-4-i)(v-i-2)-««(v-*- fx) 

Lorsque l'exposant fx est moindre que 1, on peut réduire l'intégrale 
comme il suit. On a 

^ (I + tl)fM-v+i ~ 3o (^ -*■ ")^' 3o (« -*• rt^'^* ' 

et, d'après la formule (a), 
d'où 



3o (* -*- ^)^'^* ^V^^\{\ 



u)\^' 
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L'application répétée de cette formule conduira, 8t fx + v est entier ^ à 
la relation 



et, comme nous avons trouvé la valeur de cette intégrale définie ^ale à 



SinfXTT 



9 



nous aurons définitivement 



)o ^* ■*" «*)^^''"^* ~ 1 . 2 . . . (fx -^ V) SinfXTT ' 

Enfin, si Ton avait à la fois fx-i-v entier, et [i compris entre deux nom- 
bres entiers consécutifs k eik-^iy on combinerait les formules (P) et (y), 
et Ton aurait pour l'expression de Taire cherchée 

- fx(jX— i)"»(fX— t) (v-»-A:)(v-4-fc— i)»»«(t jX-fr-1) TT 

(v-4-i)(v-*-2)—(v-4-A) i«2«-(fXH-v) sin(/x — ifc)7r' 

ou 

i •2 — (|x-*-v) sin(|x — il:)7r* 

i 
Dans le cas de Tellipse, |x = v = -> |x-i-v=i, et 

tt6 i TT 7ra6 

¥2T^~"r' 

sm- 
Si l'on considère la courbe 



OHd'" 



on fera 



2 3 

m=:ns-9 jji=sv = -> jx-4-v = 3, 4 = 1, 
5 2 



et l'on aura 



37ro6 



32 
Taire totale de la courbe serait égale à quatre fois ce résultat, ou à 

- 7ra6. 
8 
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47S. Remarquée. — !■ Il peut se faire que l'an ait i chercher l'aire 
comprise entre deux courbes BM, B^', et deux parallèles à l'oxc des y. 
Dans ce cas, si I'od désigne par i/o, y les ordoa- 
i\j^s respectives des courbes BM, B^', qui seront 
des fonctions données de x, on verra comme précé- 
demment que l'élément infinitésimal de l'aire cher- 
chée est un rectangle a^^af (les axes étant supposés 
rectangulaires), dont l'expression est 

en sorte que, x« et x étant toujours les abscisses extrêmes, l'aire cherchée 




(5) 






Si les axes étaient obliques, l'intégrale serait multipliée parsinj'. 

â* Dans les formules de quadrature, conformément Ji une remarque 
déjà faite au n' 141 , y désigne la valeur absolue de l'ordonnée de la courbe, 
sans quoi l'on trouverait des valeurs négatives pour les aires situées au- 
dessous de l'axe des x, et lorsque la courbe traverse plusieurs fois cet axe, 
l'intégrale fournirait la somme algébrique des aires comprises entre l'axe 
desx et la courbe, au lieu de leur somme arithmétique, que l'on cherche 
d'ordinaire. Soit, par exemple, à trouver Taire de la logarithmique 

y = ol. X, 
entrex=Oeti>l.y est négatif depuis x = jusqu'à x:=l, nul pour 
x = l, positif pour X y» i. L'aire cherchée se com- 
posera donc d'une première partie OBA, savoir 

\ {— y)dx== — a k l.xrfx= — a(xl.x — xj ^a, 

et d'une seconde partie APM correspondante k y posi- 
tif, savoir 

l ydx=of scl.x — xj =o(xl.x — xH- 4). 

La première partie nous offre un exemple d'un espace non fermé OBA, 
qui possède pourtant une étendue finie a (car la courbe a pour asymptote 
Taxe des y négnlifs). 
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5" 11 y a un autre cas où Ton doit partager en plusieurs parties Tinter- 
valle de Fintëgration : c'est lorsque le contour qui limite Faire est composé 
d'arcs de courbes différentes. On voit assez ce qu'il y aurait à faire. 

Exercices. 

t. Aire de l*hyperbole entre la courbe, Taxe réel et une ordonnée quelconque y : 

•. Aire de la chaînette comptée de Taxe de la courbe : 

y=^(c«-4-e" «); »o = 0; S = ^ (e«-.r«). 
S. Aire comprise entre Taxe des x^ la courbe 



bx 



|/2oaj--a5*' 
et son asymptote x =s 2a. R. S = ?ra6. 

4. Démontrer que Paire comprise dans Tintérieur d^une courbe fermée a pour 
expression 

y y (/« cos y, 

Tintégrale s^étendant à tout le contour de la courbe, et Tangle f que fait la tangente 
avec Taxe des x se rapportant à la direction du mouvement. La courbe peut être coupée 
par les parallèles à Taxe des y en un nombre quelconque de points. 

Ît79. Coordonnées polaires. — Pour évaluer Taire S du secteur com- 
pris entre une courbe qui a pour équation, en coordonnées polaires, 

r = f(e), 

et deux rayons vecteurs OA, OM de cette courbe, on partagera cette, aire 
en secteurs infiniment petits par des rayons vecteurs. On remplacera 
chacun de ces éléments par un secteur circulaire (i42) qui n'en diffère que 
d'une quantité infiniment petite du second ordre, et qui a pour expression 

i 

- r*A0, et Ton aura 

S = I lim 2HA9, 

ou, en appelant 6o et 9 les valeurs de l'angle polaire qui répondent aux 
rayons OA, OM, 



i f" 
(1) S=-j rm 



Il ne reste plus qu'à remplacer r par sa valeur f(e) et à effectuer l'in- 
tégration. 

SSO. Folxum de Descartea. — L'équation 

y» — Zaxy + a* = , 
transformée à l'aide des relations x = rcosB, y^^rsinQ, donne pour 
rëquation polaire de la courbe et pour l'aire du secteur commençant ^ 
l'axe polaire 

3a sin 9 cos 9 „ 9«' f * sin* 9 cos* 9 d9 



sin' 9 -*- cos* { 



J.(si«-8H-e 



Pour intégrer, on divise haut et bas par cos' 9, on pose tg*9=z, ctl'oi 
tpoove 

_ 5tt* f ' dz 3a*/ i Y_ 5aMg*e 

~ 2 )„ {*-«)' " 2 Vl -4- z)^- 2(1 + tg»e)' 

On peut écrire encore, ;c et y étant les coordonnées du point (r, 6) ; 
S a;»-t-y» 2»' 



>S1. lecteur elliptique. — OAs=a, 0B = 6 étant les dcmi-axcs, 

décrivons un cercle sur le grand axe comme diamètre, et soit N le point 

de ce cercle qui se projette sur OA au même point P ^^^^^^^^^ 

qae le point H (r, 9) de l'ellipse; soit u l'angle BON. On ^^9^^^^| 

a évidemment E^bS9^^I 

a;=ircos9s=anati. v=''sin9=-nPs=6cosu, I^hIHk^H 

et, en diflëreotiant, Q^^^g^J 

<frcasO — rein9d9=acosudu, drsinO + rcosdfi9:= — bsiaudu. ^ 

Éliminant dr, on a 

„ , .ni. «. , > cos*ti-*-sin'« , 
ra9= — (acosusmS-t- osinu cos 9) au = — ab du, 

d'où 

r'd9 = — ab du. 
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L'aire du secteur elliptique BOM a donc pour expression 

5tH%. Si Ton avait à déterminer Taire comprise entre deux courbes don- 
nées AM, A'M', et deux rayons vecteurs OAA', OMM' coupant ces deux 
courbes, on verrait facilement que cette aire a pour expression 

S = -j (r»-ro»)de, 

r, To désignant respectivement les rayons vecteurs de ces courbes expri- 
més en fonction de l'angle polaire, et 60, les angles polaires correspon- 
dants aux rayons extrêmes. 

Exetxices. 

« . LemniscaU de BemoulU : secteur compté à partir de Taxe polaire^ 

a' 
r«=:o*cos20; % = 0i S=-7sin2e. 

Aire totale de la courbe : S &b a*. 
9. Spirale logarithmique. 



o» 



r = oc*0 ; S a= f- (c*»0— e»«0o). 

S. Développante de eerde (Voir ch. XIII, § II, ex. 6); secteur compté de Taxe polaire, 
r* = a* (1 -♦- «•), = ea— arctgw; Oq^O, «1 = 0. 

o 

Cette aire est le tiers de celle du triangle compris entre le rayon vecteur OM, le rayon 
du cercle OR prolongé, et la perpendiculaire au rayon vecteur en M. 
4. Podaire de Vellipsepar rapport à son centre, 

r» = o»cos»0-4-&*sin*0; 0o = O; 
S = 7 (a« -I- &•) 0-I--J (a»— 6*) sin cos 6. 

L^aire totale de cette courbe fermée est la moitié de celle du cercle qui a pour rayon 
la droite joignant les sommets du grand et du petit axe. 
ft. Lieu des projections du centre de l'ellipse sur ses normales, 

(a* — 6*) sin 6 cos ^ ^ 

I/o* sin* 0* -1-6* cos* 
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S= —7 — Oh 7 — 8ln0 cose — -g-apc tgf -tge j. 

L*aire totale de la courbe, composée de quatre feuilles égales, vaut 

J(a-*)«. 

•. Soit S Taire d-^une courbe fermée. S' celle de sa podaîre par rapport a un point 
intérieur, r le rayon vecteur mené de ce point à la courbe donnée, df Pangle de contin- 
gence de celle-ci ; on a 

2S' = S-i-M f^df. 

9. Une corde de longueur constante e -4- c' se meut, en s^appuyant par ses extrémités 
sur une courbe fermée donnée. L*aire comprise entre la courbe et celle que décrit le 
point M qui partage la corde en deux segments e et c', a pour expression 

quelle que soit la courbe donnée. 

§ II. RECTIFICATION DES COURBES. 

A. Courbes planes. 

%H9. L'équation d'une courbe plane étant donnée en coordonnées rec- 
tangulaires, 

pour calculer la longueur s d'un arc de cette courbe, compté d'une origine 
fixe A jusqu'à un point M, on partagera cet arc en éiéments infiniment 
petits. Un de ces éléments, correspondant à un accroissement àx de la 
variable x, aura pour expression 



àx 



V 



en négligeant une quantité d'ordre supérieur à Ax. La longueur s de l'arc 
sera donc égale à 



n/ 



litn 2 Aa? 
d'où, en désignant par Xo, x les abscisses des points A, M, on aura 
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Si l'ëquatioQ de la courbe est donnée en coordonnées polaires, l'élé- 
ment de Tare aura pour expression v 



Ae 



r. dp 
V'-'-^-dêi 



d'où, 60 et 6 désignant les valeurs de l'angle polaire qui répondent aux 
extrémités A et M de l'arc. 



(2) 5 = J d9Y/r«-^5g,. 

Appliquons ces formules à quelques exemples. 

M4. Parabole. — L'équation de la courbe étant mise sous la forme 

x« = 2py ou y = 2r» 
on aura 

d8= — t/p* -«- X*, 
p 

et comme 

1 dx [/p* -♦- x* = p* I -*- I 

J J j/p* -♦- X* J ^^p« -♦- X* 

= |^pt^.X«-4-^l.(X-|.ï/p«-*-X«)-4.C, 

si Ton prend le sommet A de la courbe pour origine de l'arc, on devra faire 
C= — ^L p^ pour que l'intégrale s'annule pour x=0; donc 



S 



X /-T r p' , /x -*- l/p* -t- X*\ 



385. Ellipse. — En exprimant les coordonnées (x, y) de la courbe 
au moyen de l'angle u, défini au n"* 28i , nous avons trouvé 

X == a sin 14, y = b cos w, 
d'où 



rf^ = |/rfx* -4- dy* = dw j/o* cos* ti -»- 6* sin* w, 
ou, en désignant par az=^i/a'^ — 6* Tcxcentricilé de l'ellipse, 

ds = adu j/i — e' sin' u. 
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L'arc BM, compte du sommet B du petit axe jusqu'à un point M cor- 
respondant à l'angle Uy aura donc pour expression 

s 



= o I dti j/l — e* sin* u* 



Cette intégrale est une transcendante nouvelle, dite fonction elliptique 
de seconde espèce. Pour la développer en série, nous observerons que s 
est <i, d'où 

- i 1 i'3 

(1 — s*sin'tt)* = 4 — - e*sin*tt — ^r-y e*sin*t« — ■ . ^ e^sin^tf — • , 

2 2*4 2*4*o 

d'où nous tirerons la série convergente 



s 



= a(u — 5^*1 sin*Mdti — â"!^* \ sin*urft#— •• V 



Comme on sait obtenir sous forme finie les intégrales qui figurent dans 
ce développement, l'arc d'ellipse peut être considéré comme exprimé par 
une série connue. Pour avoir le quart du périmètre de l'ellipse, on devra 

poser u=:^ dans cette égalité, et, d'après la formule connue (266) 



$ 



TT 

* . . j i.3'..(2m— i) 71 

sin'**!! au = ^ — i 

^ 2.4.2m 2 



il viendra 
s 



2 L V2/ V^V ^ V2.4.6/ 5 J 

Cette série sera d'autant plus convergente que l'excentricité s sera plus 
petite. Pour e=0, elle se réduira à —, longueur du quart de la cir- 
conférence de rayon a, comme cela devait être. 

986. Cycloïde. — Les équations de la courbe donnent facilement 
ds = ada>|/(i — cos »)*-♦- sin* a> = adw j/2 (1 — cos «), 



s 



=: 2a i sin - a» = 4a 1 cos -^ — cos - I- 



On en déduit sans peine la propriété indiquée au ch. XVI (ex. 3). La 

SI 
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longueur totale d'une arcade de cycloïde s*obticnt en faisant edo=0, 
Gd=27r, et a pour valeur 8a, c'est-à-dire quatre fois le diamètre du cercle 
générateur. 

m 

««I. Cardioide : r=2a(1 -*- cos 9). 
On a successivement 

dr Q 

-- = — 2asinO, ds = 2orf9 i/(i -^ cos 9)« -i- sin« G == 4o cos -d9, 
dB r N / 2 7 

et par suite, pour l'arc compté à partir du sommet 9s=sO, 

« = 8a sin - • 
2 

Le périmètre total de la courbe a pour mesure 16a. 

988. Lemniscate. — La courbe a pour équation 

r* = a* cos 29. 
On a donc 

^ a* sin« 29 adQ 



8 



rdr=— a«sin29rf9, d«=d9\/ a«cos29-i- — -y 

V ^ ^ l/cos29 

L'arc 5, commençant au sommet A pour lequel on a 9=0, et se ter- 
minant au point M (r, 9), a donc pour expression 

r® dB 

Jo j/cos 29 

Cette intégrale se ramène à une fonction elliptique de première espèce, 
en posant 

i 1 

sin 9 = — sin w, cos QdQ= — cos u du, 

|/2 |/2 

• 

^/cos 29 = |/i — 2 sin* 9 = |/i — sin*u = cost^, 

d'où 

a /*** du 



'^)o\/'~'2''"'" 



La lemniscate jouit d'une propriété remarquable : quoiqu'on ne puisse 
exprimer ses a?cs sous forme finie, on peut assigner une relation simple 
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entre les extrémités d'arcs égaux. Etablissons, entre deux points M et M', 
la relation 

eos cos = — - ; 

nous aurons successivement 

i ... slnOdB sin9dG 

eos G'= ~— T » aïï= — 



V/2 eos 1/2 ç^gt Q |/i— cos'O' eos 9 j/2cos«0— i ' 

i sin^ 

eos 20' = 2 eos* G'- i = — ^^ — i = -^, 

eos' eos' 

d0' dB dO 



|/eos 2^ j/2 eos* 9 — 1 |/cos 20 

L'are 0M'> compté du centre jusqu'au point M' qui répond à Tangle 0', 
a pour expression, d'après ce qu'on a vu ci-dessus, 



n 



d& r dO r® dQ 



r* dO' r dB r 

a\ = — g \ — = V 

J 0' i/cos 29' Je i/cos 29 Jo 



j/cos 29' Je |/cos 29 Jo |/eos 20 

d'où l'on voit que les arcs AM, OM' de la lemniseate, terminés à deux points 
M et M' entre lesquels existe la relation indiquée, sont égaux entr'eux. 

Exercices. 

, i . Chainetle» — L^équation de la courbe est 

a l H. -î.\ 

L'arc «, commençant au point le plus bas, a pour expression 

^ étant l'inclinaison de la tangente à Textrémité de l*arc, sur Taxe des x (voir ch. XVI, 
ex. 2). 
té Hyperbole .• — — 7i ^^ ** ^^ posant 

cosu 
on trouvera pour Pexprcssion de la longueur de Parc, compte à partir du sommet réel, 



"' J^ COS* ç) V 



£« 



] 
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OU, par le développement en série (c ^ 1), 



La différence entre Tare d^hyperbole et la longueur de Tasymptote terminée à la 
même ordonnée, tend vers la limite finie 

U l'*'\y 2?"*-\^24y 3?-*"(^2T6j î?-*- ••]' 

lorsque x croit indéfiniment. 

9. Spirale logarithmique: r = €U?*^, 
Arc compté du pôle (6o «= — oo ) : 






m m 



4. Développante du cercle (ch. XIII, § 2, ex. 6) : 

L*arc AM égale la moitié de RQ, Q étant la rencontre de OR avec QM perpendiculaire 
àOM. 

ft. Spirale d'Archimède : r=o0; % = 0y 

8 = ? [ei/TTë»"-!- 1. (0 -♦• yTT¥)i 

•. Sinusoïde : y=isinœ; Xq^s 0. 



= 1/2 \ ctet/i— isin»». 



La longueur d'un arc compris entre deux rencontres de la courbe avec Taxe des x est 
celle d*un quart dVllipse dont le demi grand axe est l/2] et Texcentricité i. 

9. r = X (6* — 1) ; arc compté à partir de 6 a^O : 



= ï(l-) 



9. Démontrer que dans la courbe 

3y = a», 

si Ton appelle «, «', «", s'" les arcs comptés de Torigine aux points qui ont pour abscisses 

a;, x', x'\ x'", et /, f, t'% V" les longueurs des tangentes correspondantes à ces points, 

et si l*on pose les relations 

a?aj'"=i, «?'«"= 1, 
on aura 

(,"' — ,") -. (,' _ «) = (V" - V) — (V — <). 

9. Démontrer que si Pon prend sur Tellipse deux points M et AI', tels que les angles u 
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correspondants (voir n^ 281) satisfassent à la relation 

tgtt tgu'=:?, 

io la distance / du point de contact à la projection du centre sur la tangente, aura la 
même valeur pour ces deux points ; 2f* les arcs BM, AM' compris respectivement entre 
chacun de ces points et les sommets de Tellipse satisfont à la relation 

BM — AM'=/; 

5<> On a la relation 

^ |/i-e«sin«u"*" 3^ V/l-e«sin«u' = '^'"'- 



B. Courbes à double courbure. 

989. La longueur s de l'arc d'une courbe gauche, compté d'un point 
fixe A à un point quelconque M, est la limite d'une somme d'éléments 
infiniment petits dont l'expression, en supposant les axes rectangulaires 
et raisonnant comme pour les courbes planes, est celle-ci : 



A ^y* ^ 



On aura donc, xo et x correspondant aux points A, M, 

il est bien évident que la variable indépeadante x pourra être remplacée 
par toute autre variable convenable. 

990. Application. — La courbe représentée par les équations 

. V o , o-f-x 

xs=asin*^9 je=-l. 

a 4 a — X 

est l'intersection de deux cylindres, dont l'un est parallèle à l'axe des z, 
l'autre à l'axe des y. On a 

dy a ' dz a* i . 

dx |/^« x* ' ^^ 2"' — •*' 

Donc ici 
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D faiMiil rommeneer Tatc â Toripae et* no. 






t, InlfMtlWR d'une (|iiière M d'un crliadre dnk, ^ a pa«r bace k cndrinrit 
un rayiHi de b ipUn ii^i IFiwlUl (dofL XXlII,ei. i). 




B. . = l^r*.Y/l-îe«'-. 



L* longueur d'ane brandie famée AMXA, épde à b ■ohié 
du [>rriinètrc loUl de la courbe, est épie à la bii g aew d^nne 
■reade enliire de la uniuaïde loaïr d-éoMm). 
9. InterfeelioD de* dra« cylindre* 



n. L'are C^al cumpU de l'oiiglne, on ■ 
f . InUrieclion de* deux cf lîndres 



ûl.i..-i). 



l'are ^lint eom|itG du sommet de l'hyperbole r^réseul^e par la première équation. 
R. tin trouve 

4. L'éifantlon d'une courbe »ur la iphire étant donnée au moyen des coordonnées 
fiClH (ch. XX, ex, 4), chercher l'cxprcuioD de l'arc compté à partir de l'angle u = 0, 
et iipjili<|ucr la rurroule à la loxodfomie qui a pour équation 



B. .= ( J«\/âinV+JJi 



CHAPITRE XXX m. 

SUITE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 
§ 1. ClUATURE DES SOLIDES. 

9ftf. Propose ns-n II US d'évaluer le volume compris sous une surrncc 
donnée, dont les sections parallèles à un plan donne sont des courbes 
fermées, entre deux plans parallèles au plan donne. Pour cela, nous 
ddco m poserons d'abord ce volume en tranches infiniment minces pnr des 
plans parallèles aux plans extrêmes; soil MPNM'P'N' une de | 
ces tranches. Considérons les deux cylindres qui ont respec- 
tivement pour bases les deux sections MPN, M'P'iV entre | 
lesquelles la tranche est comprise, et pour hauteur comm 
la distance infiniment petite MK de ces sections. Le volume 1 
de la tranche sera compris entre les volumes des deux cylin- 
dres, et comme eeux-ci ont même hauteur, leurs volumes sont I 
cntr'eux comme les aires des sections MPN, M'P'N'; le rapport de ces volu- 
mes a donc pour limite l'unité, et par suite, il en est de même du rapport 
du volume de la tranche à celui de l'un des deux cylindres. D'où il suit 
que le volume du solide propose est égal, rigoureusement, a la limite de 
la somme des volumes des cylindres, qui ont pour bases les sections MPK, 
«t pour hauteurs les distances înfmimcnt petites de ces sections. 

Ce raisouncmeiit suppose implicitement que tous les points de la sur- 
J'ace proposée, compris entre les plans MPN, M'P'N', tombent dans l'un des 
«ylindres, et hors de l'autre; mais si celle condition n'était i 
pas remplie, le résultat ne serait pas changé. En effet, si 
J'on projette chacun des points de la surface latérale de la 
tranche, sur le plan de la section MPN, toutes ces projec- 
tions tomberont dans un certain espace, qui sera limité 1 
«xtérieuremcnt par un contour RSQ, et intérieurement par 
un contour R'S'Q'. Considérant les deux cylindres qui ont J 
pour bases respectives les contours RSQ, R'S'Q', et pour hauteur commune 
l'épaisseur M K de la tranche, on verra immédiatement l^que le volume 
de la tranche MPNM'P'N' est compris nécessairement entre ceux des cylin- 
dres; Shque le rapport du volume de l'un quelconque de ces cylindres, au 



ni dans l'un des 

I 
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volume du cylindre de même hauteur qui a pour base la section MPN, a 
pour limite Funitë. D*où il suit que les volumes de la tranche et de cede^ 
nier cylindre ont encore pour limite de leur rapport Tunitë, etc. 

Cela posé, concevons que les plans sécants soient normaux h Taxe des x. 
L*aire de la section MPN qui répond k une valeur donnée de x, sera évi- 
demment une fonction 9 (x) de celte variable, et la distance MK de cette 
section k la suivante étant désignée par Ax, on aura pour le volume du 
cylindre élémentaire (f{x)ùu:j et pour le volume cherché 

y = lim 2 (p (x) Ax ; 

ou bien, Xo et x étant les valeurs de x qui correspondent aux deux sections 
extrêmes, 

(<) V=\ 9(x)rfx. 






Si donc la fonction (p{x) est immédiatement connue par la nature de la 
surface, la cubature du solide proposé dépendra d^une simple intégration. 

%9%. Exemples. — L'ellipsoïde 

X* V* *• 

est coupé, par un plan x quelconque (<), suivant une ellipse dont les demi- 
axes sont 

d'après l'expression connue de l'aire de l'ellipse, on aura donc 

<p(x) = nbc M -j j > 

et si l'on prend Xo=0, 

V = Tihc \ ( \ r)dx = 7r6c ( x — =-i ]• 

Tel est le volume de rellipsoïde, entre le plan principal x=0 et un 
plan X quelconque. Faisant x=a et doublant, on aura le volume total de 
l'ellipsoïde 



(-0=1 



27r6c (a — = i = - ttoôc. 



(f) C*est-à-clire par un plan parallèle à YZ,ct correspondant à une valeur x de I*abscisse. 
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Le cylindre qui a pour base Tellipse dont les axes sont 2a et 26, et pour 
hauteur le troisième axe Se, a pour volume ^nabc : le volume de l'ellip- 
soïde est donc les deux tiers du volume du cylindre circonscrit, 

%99. Paraboloïde elliptique. — L*équation de la surface étant 

la section faite par un plan parallèle k YZ et mené à la distance x de ce 

plan^ est une ellipse dont les demi-axes sont 6 ^2x^ c (/zx, et l'aire 

ç (x) = 27r6cx. 

On trouve donc, pour le volume du solide compris entre cette surface 
et un plan x perpendiculaire à Taxe, 

V = 27r6c I X cfx e= 7i6cx*. 

C'est la moitié du volume du cylindre elliptique qui a pour base la 
section faite par le plan x, et pour hauteur la distance du sommet du 
paraboloïde à ce plan. 

5i94. Volume compris entre le plan XY, le plan jz^s a, et la surface 
qui a pour équation 

(x* -f- y*j* (a* -♦- z^) — (y* — x*) («• — o*) z^ — kaxyz^ = 0. 

La section faite par un plan quelconque z est projetée sur le plan XY, 
en vraie grandeur, suivant une courbe dont l'équation peut s'écrire 

(,. + j,.). {\-^j^- z* {y* - x») (* - ^) - ^^i/** j = 0- 

Si l'on pose - = tg Ç, cette équation devient 

z 

(x« -^ y«)« — z« (y« — x«) cos 2Ç — 2xyz« sin 2Ç = 0, 

ou, en coordonnées polaires, 

r« — z«cos2(e — Ç)=:0. 

Cest une lemniscate dont le demi axe est z et dont Faire totale, d'après 
ce que nous avons vu, est égale à z^. On a donc ici 



•« ,3 



<p (z) =? S*, V = l z* dz = ~ . 



3 
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ttS. SoliileK de r<ti-oluliitH. — Une courbe plane DM, donnée (lar son 
«kiunlion t/ = f (r), tourne autour d'un axe OX siluë dans son pinn, et 
engendre une surrsce de rcvolulion. On veut cvalucr 
I le volume eompHs sous cette surface, entre deux plans 
perpendiculaires k Taxe, et passant par les points A 
et P. Ln section correspondante au plan x est ici un 
cercle, qui a pour myon l'ordonnée y de lu courbe 
géiicratriee. On a donc 

n désignant par x„ et x les abscisses des points A et P, 




(«) 



V=i:\ y»dr. 



Telle est la formule de cubature des solides de révolution. Conudéroos, 
comme exemple, la surface engendrée par la eycloïde 

jt = a(»-sinw), s = a(l -eosw). 
Nous aurons 
y'''j = a^(t — cosw}'rfw^o'{l — Âcosb) •+- Seos*u — eos'(i>)dw. 
Supposons que l'une des limites du solide réponde à l'origjne de la 
courbe : Xo sera nul, ainsi que la voleur correspondante de m, donc 

V ^ 7:a^ \ (1 — 5 cos u H- 3 cos* m — cos' m) du 



nucoso) -H jsin'w 1- 



Le volume correspondant a une arcade entière de eycloïde s'obtiendra 
en posant w^2jr, et vaudra 5;r*(i'. 

996. L'aire génératrice pourrait être eomprise entre deux courbes BM, 
tfM', placées du même côté de l'axe des a:; la section transversale du solide 

■ serait alors un anneau circulaire, ayant pour rayons 
intérieur el extérieur respectivement les ordonnées i/o 
et 1/ des courbes FM', BM. Donc on aurait 

On remplacera i/o el j/ par leurs valeurs en fonction de x et l'on intégrera. 



Supposons, par exemple, que le cercle 

x* -4- (y — cf = a', c > a, 
soit la courbe génératrice. On tire de l'équation 

et par suite, on a dans le cas actuel 



yo = c — - [/a* — X*, y = c -H \/a} — x^^ 

d'où 

2/' — J/o* = 2 |/a* — X* . 2c = 4c (/a* — x*. 

Donc, le volume du tore engendré par la révolution de ce cercle autour 
de l'axe des x, entre les plans x=0 et x, a pour expression 

V = 47rc I dx |/o* — jr* = 27rcf x {/a"^ — x* -*- o'arcsin - V 

On déduit facilement de là que le volume total du tore est égal à 2Tr*ca*. 

Il faut bien remarquer que si le cercle générateur était coupé par Taxe 
OX, ce qui aurait lieu si c était <^a, le volume à évaluer se composerait 
le deux parties : Tune, dont la section est un cercle ayant son centre sur 

l'axe et son rayon égal à l'ordonnée c-^-ya^ — x*, se calculerait par la 
>rcmière formule; l'autre, dont la section est un anneau circulaire, se cal- 
îulerait par la seconde formule. 

997. Remarque. — Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que 
la fonction cp(x), qui exprime l'aire de la section normale à l'axe des x 
dans le solide à évaluer, était donnée a priori par la nature de la surface. 
Quand celte condition n'est pas remplie, le problème des cubaturcs exige 
une double intégration, comme nous le verrons plus loin. 

Exercices, 

*• Volume compris entre Thyperboloïde gauche 

X* y* 2^ 

ctlesT)lans2r=:0,;? = c. 

V = â7ro6c; volume égal à celui d'uu ellipsoïde dont o, 6, c sont les demi-axes. 



». Vulume compris entre le ptnboloTde rf = ai, le plan x+y -i 
plm XY. 



v-(g-') 



9. Volume comprit entre le plan XY et le conoùJe qui « poor bue l'ellipse 

pour directrice rectiligne I* droite y^O, >^«, cl dont ligéDëntrieeestpinlIèleM 
plinYZ. 

a. f(x)=^i/';?3ïi; v=:«^. 

4. Les directrices sont une ellipse construite sar les demi 
lies \0=a, OC=e, dansleptanXZiet une droite AB eau- 
pant les aiei OX et OY aux disUnces 0A= a el OB=a. Li 
gënéralrice est une ellipse HN dont te centre est sur OS 
et les aies parallèles à OY, OZ : trooTer le volame eomftis 
ins coordonDës. 




(.-.)V 



v=t=(j-0 



•. Démontrer que le volume engendré par un triangle dont le plan reste parallèle i 
lui-même, et dool les sommets gliueat sur trois droites fixes, a pour expression 

g(S.+lS,+S,), 

$01 s,, s, désignant respectivement les sectiinis extrêmes et la section moyenne, A la 
dislance des sections extrêmes. 

•. Volume compris sous la surface engendrée par ta rërolntion de la ehiiMUe 
(ch. XVi, e\. 3) autour de l'axe dez, entre le planai = et un plans quelconque. 



v-ï(^.ï). 



V. Même problème, la courbe génératrice étant la logarithmique 
y = ol.ir. 
R. V = iro'« [(1. »)' — 2 I. « + 2]. 
B. Volume' engendré par la révolution de la développée de l'ellipse (IS9} autourde 



•- L'aire comprise entre la courbe qui a pour équation polaire r = t(ff), eldeu); 
rayons vecteurs correspondants aux angles 6, et 6, tourne autour de l'axe polaire. Dénu>ii- 
Irer que le volume engcnilré a pour expression 
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*•. Volume total compris tous la turface «ngeiirlrée par la réTolution de la cardiorde 
r— iia(t + cos«) 
lutour de t'axe polaire. 

R. V = ^iro'. 

■ I. Volume engendre parla Hvolutioo de l'aire delà spirale logarithmique 

r — ae-0, 

comprise entre les angles polaires fi,:=0, fi^arelg-ni. 

• a. Volume du solide engendre par la révolution de la leniniscate H^a'cosSS 
autearde l'axe polaire. 

'-l.(l-Hk^)-l| 



5 Uv 



§ 2. QUADRATURE DBS SURFACES DE RÉVOLUTION. 

S08. Nous appelons aire d'unt portion de surface courbe, la limite vers 
laquelle tend l'aire d'une surface polyédrique, dont toutes tes facettes sont 
infiniment petites en tous sens, et qui est inscrite dans la portion de sur- 
face dont il s'agit. 

Nous démontre rons plus loin que cette limite existe, et qu'elle est iudë- 
pendante de la forme des faeettes du polyèdre inscrit, et de la loi suivant 
laquelle elles tendent veis zéro. 

Nous chercherons ici à évaluer l'aire S de la surface engendrée par une 
courbe plane BH tournant autour d'un axe OX, celte aire étant limitée par 
deux plans normaux à l'axe de révolution, en t 
deux points donnés A et P. Décomposons d'abord I 
cette surface en bandes infiniment étroites par I 
des plans perpendiculaires i l'axe OX, et soit I 
mpp'm' une de ces bandes : décomposons-la k [ 
son tour en éléments du second ordre par u 
série de plans passant par l'axe OX, et soit c^d 1 
un de ces éléments. Considérons la facette plane ' 
qui a les mêmes sommets a, p, /, S que cet élément de surface : la somme 
de toutes ces facettes, prise à la limite, nous donnera l'aire de la surface 
proposée. Or, l'aire du petit trapèze a^yd est égale, â un infiniment petit 
pris par rapporta elle, au produit 

a^-ay^ corde mm' • «y, . 
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et la somme des trapèzes compris dans la bande mppW a pour expression 
nimf • lay. Mais la corde mm' ne diffère de Tare mm'=As que d'une quan- 
tité infiniment petite par rapport à elle-même ; la somme 2ay des côtés 
infiniment petits <xy a pour limite la circonférence du cercle mp décrit 
par le point m, ou 27ry, y désignant l'ordonnée de la courbe génératrice. 
On peut donc prendre ârryAs pour Taire de la surface polyédrique inscrite ' 
dans la bande, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport h 
cette aire, ce qui n'altérera pas la limite de la somme des bandes. D'après 
cela, la surface cherchée sera donnée par l'expression 

S = /iwi227ryAs, 

d'où, en désignant par Xq et x les abscisses des points A et P, on aura 

X 

(\) S = 2n\ yds. 

Si l'on substitue à ds son expression connue, on trouvera 



(2) 



= 2.j%d.yA7g 



Les formules (1) et (2) suflîsent pour la quadrature des surfaces de révo- 
lution. L'équation de la courbe génératrice fait connaître y et Dxt/ en fonc- 
tion de X. 

999. Appliquons ces formules à l'ellipsoïde de révolution autour de son 
grand axe. La courbe génératrice a pour équation 

6 > 

d'où l'on déduit, en posant o* — 6*=a*c*, 

/ ¥x^ dxi/a« — e*x* 

ds = dx\/ l-H-17-i T. = — y — 

On aura donc, en faisant commencer la surface à évaluer au plan x=0, 



= — l dx ^a^ — - e*jc* = —^ \ ^^\/ "1 — ^ 
•'o "^0 ^ 

Tr6 / y-r T-z O* . ex\ 

== — l xv a} — vx^ H arc sin — i. 

a \ "^ e a J 



i 
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On fera x=a et Ton doublera, pour avoir la surface totale de l'ellip- 
soïde de rëvolulion allongé, qui sera 



. 2nab (lA^^ -^ '.^y 



Si a=6, s=0, et la surface de la sphère est 47ia'. 

Si Ton avait à chercher la surface de l'ellipsoïde aplati^ on désignerait 
encore par a le demi-grand axe de l'ellipse génératrice, et celle-ci aurait 
pour équation 

^* y* * ^ /Ti T 

7--t-^ = i, ou t/ = Yl/6' — x^ 

6* a* -^ b^ 

On trouverait alors, en posant a' — 6* = 6*£*, 

S = ?p( dx |/6« -H £«X«, 

ou, en cherchant l'intégrale indéfinie, ce qui n'offre aucune difïiculté, 

s = ^ [x /6rr7^« + Ç i/-^l:t/^^ï5!1 . 

Faisant x=b et doublant le résultat, on obtient 



2S 



o lP/^ï 5- l.(f-^/l-+-£')l 

= 27ra6 y\-^ -*- — ^^ ^ ^ 



pour l'expression de la surface de l'ellipsoïde de révolution aplati. 

300. Les équations ordinaires de la cycloïde donnent 

ds = 2a siu - » yds = 2a' (1 — cos w) sin - dcù , 

et, par suite, l'aire S engendrée par la révolution d'un arc de cycloïde 
commençant à l'origine et tournant autour de la base^ sera 

S = 87ra* \ sin' - sin - rf« = 87ra' \ (1 — cos' - | sin - diù 
3o 2 2 )^\ 2y 2 



/2 w 1 w\ 

= ICrra' ( - — cos - -♦- - cos^ -z \ 
\3 2 3 2/ 



Faisant «=27r, on trouve pour la surface correspondante à une arcade 
entière de la courbe 

S = — - Tra*. 
3 
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Exercices. 

i . Paraboioïde de révolution .• 



y« = 2/»x, Xo = 0; S = ?^ [(p« -i- y«) » - p«] . 



27r 

5p 

t. Surface engendrée par la révolution autour de Taxe des x de la chaînette 

y 



2 



a. s=^'(«'-« '•+Ç). («.=0). 

Si V est le volume de révolution correspondant, on a 2V = aS (voir § 1, ex. 6). 
M, La cardiotde r=z^a (1 -h ces 6) tournant autour de son axe, trouver Taîre totale de 
la surface engendrée. 

R. S=^7r(2a)*. 
5 

4. Même problème, la courbe génératrice étant la podaire de Tellipse 

r* == o* cos* 6 -H &• sin* 6. 

sined0l/o«cos*e+6«sin«0=27r( a*-*- 1. '^^ )• 

ft. Même problème, la courbe étant la lemniscate r'=sa'cos26. 



R. S = 47ro«M ^\ 

V 1^/ 



•. Surface du tore engendré par le cercle «*-f-(y— e)'=a' tournant autour de Taxe 
des X. 

R. Cette surface se compose de deux parties : Tune correspond i la courbe dont l'or- 
donnée est y = c-*-|/a* — a^j sa valeur est 

Tautre, où Tordonnce génératrice est c — J/a* — ac*, est égale à 

27ra \ ( ^ — 1) da?=; 27rof^ — o Y 

Ajoutant, et doublant pour avoir Taire totale, on trouve 

S = ^TT^ac = Stto • 27rc. 

9. Démontrer que si une courbe tracée dans le plan XZ, z =r f («), engendre une sur- 
face par sa révolution autour de Taxe des x, la portion de cette surface comprise entre 
le plan XZ, un cylindre vertical y=f (as), et deux plans a;,, et(v, a pour expression 



f {x) dx arc sin |i^ XV^-^^ («)*• 

JTO 



CHAPITRE XXXIV. 

SUITE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 
^ 1. CUBATLAE DES Slit.lUES EN GÉNÉRAL. 

301. Reprenons ]c problème du calcul du volume compris snusuni 
surface donnée, et d'abord, proposons^nnus d'évaluer le volume V coni' 
pris entre une surface EFGK donnée par 
son équation 

le plan XY, deux plans AEIID, BFGC paral- 
lèles au plan XZ, et deux autres plans AfiFE, 1 
DCGH parallèles au plan YZ. Pour cela, I 
décomposons le volume h évaluer en tran- 
ches infiniment minces par un système de | 
plans parallèles au plan YZ, et soit STT'S' la baite d'une de ces tranches 
sur le plan XY. Décomposons ensuite cette tranche en éléments inlinimcnt 
petits du second ordre par un système de plans parallèles au plan XZ, et 
soit MNPa|3}' un de ces éléments. On peut lui substituer le prisme rec- 
tangle de môme base P«^, et de hauteur MP^z, car on ferait voir, par 
les considérations bien connues, que les volumes de ces deux solides ont 
pour limite de leur rapport l'unité. Le volume cherché V sera dune rigou- 
reusement égal h la limite de la somme des volumes de tous ces prismi's 
inscrits dans le solide, quand les plans sécants parallèles se rapprochent 
indéfiniment. Or, si l'on représente par Ax et \y les distances infiniment 
petites Pa, P|3 comprises entre deux plans sécants consécutifs, le volume 
du prisme élémentaire est zArAt/. La somme des prismes compris dans 
une même tranche STT'S', pour lesquels x et àx sont constants, est 
AxS(zAy). Mais comme Ay est infiniment petit, IzAy diffère infiniment peu 
de l'intégrale 



KH 






f(i,S)%, 



t/« et yi désignant les ordonnées des points T cl S, et x étant regardé 
comme mtiariaWe dans celte intégration par rapport à y. On peut donc 



remplacer lu sammc dvs prismes compris cnti-c les plans z et x + Ax par 
l'expression 

Ai \ zdy, 
■V« 
en négligeant une quaiilite iiirmimcnt petite pnr rsippoit ù cette somme. 
Réunissnnt les termes correspondants aux diffërcnlcs tranclies STT'S', pas- 
sant il la limite, et désignant par Xo et Xi les abscisses qui répondent aux 
plans ADFK, DCGll, on iiurn enfin 



V 1= Um l( Ax \ zdyit 



Ainsi Je volume du solide s'exprime par une inlrgrale double. Il faiii obser- 
ver (](ic la première intégrale h évaluer, 

représente précisément, comme on s'en assure sans peine, l'aire de la 
section faite dans le solide par un plan quelconque parallèle k YZ, aire 
que nous avions désignée antérieurement par ip(j). 

309. Comme application, cherchons le volume du solide eompris entre 
les plans coordonnés et la surface engendrée par une droite MN, qui se 
meut en restant parallèle au plan YZ, et en s'nppuyant sur deux droites 
I fixes, AC dans le plan X7., BD parallèle à 0\ dans 
I le plan XY. 

Faisant 0A = o, 0B^6, OC=c, on trouve 
lour l'équation de la surface 

et les liinilcs d'intégration seront, par rapport à y, i/<i=^0, ji^t; par 
rapport à x, 3^0^=0, X( = a. Donc 

-sj>-')''<''-î'')rsS'<»-')'"-*- 




Cesl le quart du volume du parall^Iipipùdc rerlangic construit sur OA, 
OB, OC. 

303. Reprenons encore le même problème, mntg en supposant que le 
solide à évaluer, au lieu d'être limild en avant et en arrière pnr deux plans 
parallèles au plan XZ, soit limilé par deu)t cylin- 
dres, CBFG, ADIIE, parallèles à l'iixe des z, el dont | 
les traces sur le plan XY sont deux eourbes don- 
nées BC, AD. ISous décomposerons encore ce solide I 
en tronches infiniment minces pur des plans paral- 
lèles au plan YZ, el cliacune de ces tranches en 1 
filets élémentaires iïPxpy par des plans parallèles I 
au plan XZ, et infiniment voisins. Nous ncf^lige- '^ 
rons, dans chacune des tranches telles que STT'S', , 
les filets extrêmes qui ont pour bases sur le plan XY les triangles curvi- 
lignes $S'«, TT'I, ces filets étant infiniment petits par rapport à la tranche, 
et cela n'altérera pas la limite de la somme des tranches, ou le volume 
- demandé. Nous remplacerons encore le filet élémentaire KPstfiy par le 
prisme rcclanf^le de hauteur MP^z, et de luise Pa^y=AxAt/, sans que 
cela allèrc ta limite de la somme de ers filets, et nous aurons 

\ =^ lim ~ zAxAy, 
le si);ne Z setcndanl à tous les prismes élémcnlnircs. Sommant d'abord 
les prismes compris dans une même trnnclic, nous trouverons, en raison- 
nant comme dans le premier cas, que cette somme ne diffère que d'une 
quantité négligeable de l'inti-giiilc 




Ax 






X étant constant dans l'ialégralion, et (/o, i/„ désignant les valeurs de y 
qui correspondent aux deux points T et S. Mais il faut observer qu'ici t/n, 
y, ne sont plus, comme dans le cas précédent, des constantes données : 
ce sont les ordonnées correspondantes ti l'abscisse x dans les deux courbes 
AD, fiC, traces des cylindres sur le plan XY, et ce sont des fonctions de x 
données par les équations de ces traces. Faisant ensuite la somme des difié- 
rentes tranches comprises entre les plans x=^x<i, x=xi, et passent a la 
limite, nous aurons encore pour le volume cherché l'expression 



A dx\ zdn. 
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ivmbluMc à ré<{un(iDn (I), mais en diffënint por In significntion plus géné- 
rale des Icllrcs yo, yi. 

Les deux rvlinilrcs vcrlicauJt peuvent élrr deux nappes d'une même 
surfaee eylindrique, dont la base est une courbe Tcrinée : i/o el tf i sont alors 
les deux valeurs 4lct/ que Tournit l'équation (p(x,y]^0 de celle base. 

S04. Suit à calculer le volume compris eitlrc la surface OCDC'D'du 
I paraboloïdc olliplique 



le cylindre vertical qui a pour base l'ellipse 




1» 



I deux plans x=To, x=Xi, et le plan XY. 
L'étinalion ilcrclMpse nous donne immédiatement 

6 r-, 7 ^/-ï i 



pour les ordonnées limites. Nous avons 

V = l dx\ («x' + py»)dy, 

et en effectuant la première inlégration, puis substituant k y» et y, leurs 
valeurs ci-dessus. 






On trouve d'ailleurs facilement 



y x'i/j: [/h* — x' 




Les deux inle){rales doni dépend le volume cherché soni donc ramenëcs 
a une intégrale bien connue. Subslitiiant, et prenant l'intcgrale relative 
à JT entre les limites données, on aura 

En posant Xa = — a, X| = -h a, et se rappelant que l'intégrale prise 
entre ces limites vaut la demi-surrnee du cercle de rayon a, on trouvera, 
pour levolume total compris entre le paraboloTde, le cylindre et le plan XY, 

„ nafe, , ,,,. 7ro6c 
V_— (..•H-|3f) = _j-, 

e désignant l'ordonnée verticale du parnboloTde qui correspond k x^a, 
«/•^fc.Cest le quart du volume du cylindre de hauteur c, et de base ABA'B'. 

SOS. Ce qui précède conduit Tacilemcnt à l'évaluation du volume total 
V compris sous une surface fermée 

F(i,,,--) = 0. 
On décomposera encore le solide en filets verticaux par deux séries de 
plans infiniment voisins, les uns parallèles à YZ, 
les autres parallèles à XZ, cl l'un quelconque de I 
ces filets, tels que MNM'N', pouna être remplacé I 
par le prisme ayant pour base un rectangle égal I 
à l'élément Pat^/ du pl;in XY, et pour hauteur 
la différence HM' des ordonnées verticales z et 1 
Zfl de la surface donnée, qui répondent à un I 
même point P(x, yj du plan XY. Les volumes 1 
du filet et du prisme ont en effet pour limite de 
leur rapport l'unité, et le solide total sera la limite de la 
mes, qui ont pour expression générale {z — so) AxAy. 

La somme des prismes compris entre les deux plans x, x+Ax, peut 
être exprimée par 

At V (î — îo}'',7. 

I/o et yi désignant toujours la plus petite cl la plus grande valeur de y qui 
répondent à la section fuite par le plan x dans le solide. Si l'on chcrclie, 
sur le plan XY, la courbe ABCD qui renferme les projections de tous les 




— 374 — 

points de la surface donnée sur ce plan, y© cl yi seront évidemment les 
ordonnées des points T et S qui répondent ù une même abscisse x dans 
réquation de cette courbe : ce seront des fonctions de x fournies par cette 
équation. II faut encore faire la somme des volumes correspondants aux 
diverses tranches parallèles au plan YZ, et passer à la limite, ee qui se 
fera en intégrant Texpression ci-dessus par rapport à x, entre les limites Xo 
et Xi qui répondent aux limites du solide dans le sens de Taxe des x; Xo 
et Xi sont la plus petite et la plus grande valeur de x donnant des points 
réels de la surface proposée. On aura donc 

(2) V = \ dx\ (z^Zo)dy. 

306. La détermination des quantités f/o, yi> Xo, Xi, se fera comme il 
suit. Généralement, la courbe ABCD, qui forme le contour apparent de la 
surface sur le plan XY, est la trace d'un cylindre vertical circonscrit à la 
surface ; la courbe de contact de ee cylindre est le lieu des points de la sur- 
face où le plan tangent a celle-ci est parallèle à l'axe des js, et où, eonsc- 
quemment, le coefïicient de Z est nul dans Téquation de ee plan (178). La 
courbe de contact satisfait donc aux équations 

¥{x,y,z) = 0, rf^=0; 

éliminant z entre ces équations, on obtiendra entre x et f^ Téquation de la 
projection ABCD de cette courbe. 

Les abscisses Xo et Xi répondent aux points A et C, limites de la courbe 
ABCD dans le sens de Taxe des x. En ces points, généralement, la tangente 
à la courbe est parallèle a Taxe des y, et le plan tangent à la surface est 
parallèle au plan YZ. On a donc 

F(.,y,.) = 0, 1=0. g=0, 

équations qui fourniront les .valeurs de Xo et x^. 

Il esta peine nécessaire d'observer que, dans cette théorie, nous admet- 
tons implicitement que la courbe ABCD ne soit coupée qu'en deux points 
par les parallèles à l'axe des y, et la surface F=0 qu'en deux points par 
des parallèles à Taxe des z. On voit assez comment il faudrait opérer 
dans des cas plus compliqués. 

307. La décomposition du solide en prismes infiniment petits par des 



— 57;> — 

plans p&rnDèlcs aux plans coordonnés se présente naturellement; mais 
il y des cas où l'on est conduit à des inlé);i'ii lions plus simples en 
adoptant un Hiilrc mode de décomposition; par exemple, par des plans 
passant par l'axe des z, rt des cylindres de révolution autour de cet axe. 
Supposons que l'on veuille évaluer le \ulunie compris entre la sphère 

i' + y» -1- 3' = «* , 
le plan XY, et le cylindre vertical OPXMA dont la base est un dcmi-cercIc 
décrit sur le rayon a comme diamèti-e. Le prisme élémentaire compris 
entre deux plans ZOP', ZOP passant par OZ et fai- 
sant avec le plan XZ les angles 0, + (ie; et les | 
cylindres de rayons r, r-¥dr autour de l'axe OZ, i 
pour volume zrdrd^, z étant l'ordonnée verticale de 1 
la surTace spbérîque qui vaut ^o* -^ r' , et rdrd^ 
exprimant, comme on le voit sans peine, l'élément 
plan qui sert de base à ce prisme. Pour trouver la ' 
limite de la somme de tous ces prismes, on intégrera donc l'expression 
j/a* — c'rt/rdO, d'abord par rapport à r, entre les limites r^O et 
r=acosO qui répondent aux deux cxti-émitcs O et P d'une même tranche ; 
puis on intégrera le résultat par rapport à 9 entre les liuiilcs G=0 et 0:=- 
qui répondent au plan XZ et au plan YZ. Comme on a 




la voleur de cette intégrale entre les limites r^O et r 



hc volume clierclié V aura donc pour expression 



-sin'e)tie = - l (I— sin6-*-coi 



Eu doublant, on aura le volume total compris unti-e le plan XY, le cylindre 
complet et la sphère. 
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Exercices. 



i. Calculer le volume V compris entre la surface 
le plan XY, et les plans sc^O, xasa; yasO, y^6. 

t. Volume compris entre la surface gauche qui a pour équation 

sr := c arc te - ) 

X 

le plan XY, et les plans a;=0, x=za\ y^O, y:=b, 

[b b^^a* 6« o» 1 

a6arctg-H _ I. (a*-*- 6») — --I. &-♦-- I.o 

Dans le cas particulier où a=:6=c, on a 

i 

s. Volume compris entre la surface 

c~' = cos X cos y , 

le plan XY, et les plans a!=0, acass-; ys=0, y = 3* 
R. On est ramené à intégrer I. cosxdjir entre et ^; observant que 

1t Tt TT 

*. f*. . . 1 f^. sinSte 



et que 



f I ^ f I ^ * f I S'"^ . 

I 1. cosa;aar=l I. sm a;c{x as - I 1. — - — cte, 

\ •'o •'o 

V 1. sin 2a? (/sB = - I 1. sina;(ia;= I 1. sinxcfa;, 



'0 

on trouve sans peine 



TT 



\ 



\.cosxdx= — s '«2, et V = — 1. 2. 

2 ' 2 




4. Volume compris entre la surface 

z = e'~y cos (se -H y), 
le plan XY, et les quatre plans verticaux représentés par Péquation 

y = dba?±:-. 
R. V = e«— c~*. 



K. Volume compris entre le pnraboloîdc engendre pur In rcvnlution (te U paraEtole 
2*^ 3}>x autour de l'axe des x, les plaus XZ, XV, x^a, et le cylindre verlïctl 



I. HéneproblèmCglecyliadreverlicaléUntremplacc par le pluD vertical if^X 



VI]- 



V. Calculer le voliiine OAOBC compris, dans rcllipsaïdc 



lOrdonncs, et le plan ABD 



entre ta surTacc, les pli 
des axes n, b, paraticlenieiit à 
H. On a id 



Cest la huitième partie du volume qui reste lorsque 1' 
coupe un ellipsorde par quatre pians parallèles k un même i 
et passant eliacun par deux sommets adjacents non situés sur cet 
quatre solides retranchés vaut donc -:;— (8 — 81/?). 

S. Volume total V compris sous la surrace qui a pour équation 




R. Lo partie comprise dans le trièdre des coordonnées positives est le 8™' du volume 
lolal. On a 

K, = 0, x, = '>; y, = 0, j,,= (o»-a:ï)«. 
Si l'on pose, pour faciliter la première intégration, 



U trouvera 



'=i- 



•. Calculer le volume compris entre la sphère qui a pouréquut 

le plan XY, et le cylindre vertical représenté par l'cquatiou 

»■ (i' -t- y") — o' (ai' - D*) = 0. 
It. En employant tes coordonnées polaires r et S, on trouve 



v-ï(i— '0- 



■•. Itéinonlrcr que, si l'on rgpiinrte les [loints de l'espace aux coordaimces pliiM 
r, 9, ^, le voluine compris sous une sui'Tacc fcrnicc i-^r(D, i)>), le pôle étant dansl'iilé' 
rieur de la surfucc, a jiour expression 



«'^ 



$ 2. gtAUtlATLItE DES SrnPACES 

3#S. Supposons i|ii'll s'ugissc d'iivalucr l'uire comprise, sur une sordts 
donnée pnr sua Ji]uaIton en coordonnées rcctnnguluii'cs 

duns l'intùricur d'un contour fermé A'IfC'D', qui se projette, sur le pian 
L XY, suivnnt uneonlour ABCD.Nousdécom- 
I poserons ectte aire en bandes infinlnicDl 
I étroites par un système de plans parallèlesi 
I VZ; soit STT'S' la projection d'une de m 
bandes sur le plan XY. Puis, nous décom- 
poserons eliacunc de ces bandes en élémcDls 
infinimeiil petits MNN'M' par des plans parai- 
I lèles au pliin \Z, en sorte que la projection 
Px^^-d'un du ees éléments aura pour aire le 
' produit AxAff des distanecs de deux pians 
consécutifs de cliaque système. Imaginons un polyèdre inscrit, dont les 
fiicettcs triangulaires oient pour sommets ceux de ces éléments : les Tacetlts 
Mi\H', M'NN' de ce polyèdre font évidemment des angles tnlinîmeul petits 
avec le plan tangent à la surface en M, et par suite, elles font avec le 
plan XY des nugics qui dilTcreut infiniment peu de l'angle k compris cotro 
ce plan tangent et le plan XY. De ]h nous coneluons 

AxAy = (MNM' ■+■ mï^') eos v, îâS-ÎT + M'N.N' = ^, 

en négligcnnt une quantité infiniment petite par rapport à l 'clément de 
surfaee. La somme des aires des facettes comprises entre les deux plans'i 
x-i-Aj-, en laissant de càtè la première et la dernière que l'on peut négliger) 
aura pour expression, aux infiniment petits près d'ordre supérieur 

4. C'A, 
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jfo et ffi étant les ordonnées des points T et S qui répondent à Tabscisse x 
dans le contour ABCD, et x restant constant dans celte intégration. Soient 
Xo et Xi les valeurs de x qui répondent aux points A, C, limites du contour 
ABCD dans le sens de Taxe des r; Tintégralc 



(i) S=( ' dxi 



-0 -yo^"^^ 

représentera donc la limite de la somme des facettes du polyèdre inscrit 
dans la portion de surface limitée par le contour A'B'C'D', c'est-à-dire, 
d'après la définition donnée au n® 298, Taire S de cette portion de surface. 
L'angle v n'est autre que Fangle aigu formé avec l'axe des z positifs par 
la normale à la surface au point M (i, y, z)» Si donc on désigne par /^ et 9 
les dérivées partielles de z par rapport h x et y^ tirées de l'équation de la 
surface, on aura, d'^après les formules du n° 180, 

i 

cos y = ^ 

(/i -\- p^ -i- q* 
et réquation (1) pourra s'écrire 

•yi 



(2) S==l rfxl dy[/\ ^p* ^(j*. 



La forme du contour ABCD est arbitraire : s'il se réduit à un rectangle 
dont les côtés sont parallèles à OX, OY, y» et yi seront des constantes 
données, comme Xo et Xi; s'il se compose de deux arcs de courbes diffé- 
rentes, terminés à deux droites parallèles à OY, yo et ji seront des fonctions 
de X tirées des équations de ces deux courbes. Si l'on a à évaluer l'aire 
totale d'une surface fermée, ABCD sera la base du cylindre vertical cir- 
conscrit à cette surface, et A'B'C'D' la courbe de contact de ce cylindre 
avec la surface; elle partagera celle-ci en deux parties que l'on évaluera 
séparément. 

309. D'après ce que l'on a vu, pour légitimer notre définition de l'aire 
d'une portion de surface courbe, il Aiut que la surface du polyèdre inscrit 
tende vers une limite fixe lorsque ses facettes tendent vers zéro, et que 
cette limite soit indépendante de la forme et de la loi d'inscription 
des facettes. Or, c'est ce que la formule (2) établit, au moins pour le 
système de polyèdres à facettes triangulaires que nous avons choisi, car 
cette intégrale double représente une quantité déterminée, de quelque 



_ .-jso — 

iiiariicrc i|iic Ai' et Aj/ tendent vers zëro. Supposons maintenant que l'on 
inscrive dans ta portion de surface A'B'C'U' un polyèdre, k facctt«s infini* 
ment petites dans Ions Jes sens, mais de forme quelconque. Si parles 
arùlcs de ce polyèdre cl du polyèdre primitif, on mène des plans perpen- 
diculaires au plan XY, ces plans partageront évidemment les surfaces des 
deux polyèdres en éléments plans, infiniment petits dans tous les sens, 
qui auront deux à deux les mêmes projections sur le plan XY. De plus, les 
plans de deux éléments de même projceliun e font avec le plan XY des 
angles infinimenl peu différents, puisque l'un et l'autre sont infiniment 
peu inclinés sur les plans tangents à la surface en des points infiniment 
voisins; les aires des éléments eux-mêmes sont donc égales dcux-i-dcui, 
en négligeant des quantités infiniment petites par rapport à ces aires, et, 
par suite, les limites de leurs sommes respectives sont rigoureusement 
égaies, C. Q. F. D. 
On pourra donc adopter,.pour les facettes infiniment petites du polyèdre 
cril, telle loi que l'on voudra : on trouvera tou- 
I jours la même voleur pour l'aire de la surface dunnéc. 




310. Clicrclions, comme application de l'équation 
I (1), la portion de surface OADB limitée pur les plans 
= 0, j:=o; y=0, y=='', sur le paraboloïde 

2' = 2X1/. 



avons ki 






--;>—!/> 


2,-J-, 




1 „t 1 -.1 X + 1) -i- Z 




|i*S) 


.■\-ji-^q j. 


2i, 



a ]/x;/ (/2 K h /y (/S Ju /j: 

nt les intégrations, 

' la portion de cette môi 
drc vertical 



Si l'on voulait calculer la portion de cette môme surface liuiitcv par les 
»cs OX, OY, et le cylindre vertical 
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on ferait dans la formule gênera le (2), 

ro = 0, xi = 
on aurait donc 



a; yo = 0, y, = 6M— %/-j; 






ou, tout calcul fait, 

S = "--(a^ 6). 
3|/2 

SU . Il est souvent plus avantageux, comme nous Tavons vu à Toccasion 
des volumes, de décomposer la surface en cléments par des plans passant 
par l'axe des 2, et par des cylindres de révolution autour de cet axe. 
LVlément infinitésimal de l'aire cherchée, compris entre les cylindres de 
rayons r et r-k-dr^ et les plans d'azimuts et G -h rfO, sera évidemment 

exprimé par 

rrfrrfS 
— — — 1 

COS V 

et l'aire elle-même par rinlcgrale 

0. ^r, 



(3) s=('rfô('if?î: 



G étant constant dans l'intégration relative à r ; ro, ri étant les valeurs de r 
qui répondent à un même angle 9 sur le contour ABCD; 60 et 9i les angles 
polaires correspondants aux rayons vecteurs extrêmes. On pourra rem- 
placer eos V par sa valeur, après avoir exprimé les dérivées partielles p et q 
en fonction des variables r et 6 (81). 

Soit à évaluer Taire de la surface sphérîque 

X* -♦- 1/' -f- z* = o* 

dans l'intérieur du cylindre vertical OPMA (v. la fig. du n*» 307), qui a 
pour base, dans le plan XY, le demi-cercle décrit sur un rayon de la sphère 
comme diamètre. La normale se confondant ici avec le rayon de la sphère, 



— 382 — 

on a évidemment 

z j/a' — r* 



COS V 

a a 



Exprimant en coordonnées r et Téquation du eerelc de bn 
aussi (|ue 

i„ = 0, ri = aeosO; Ou = 0, Oi = --i:z' 
Donc 

r^i rdr r* rdr / /- -\'* .*. " 

Jo ^^^ "^ \ |/a« — r« \ /o . . 

Ensuite 

2 



S = a«C (i— sinO)rfO=ci'/'^ — i\ 



En quadruplant cette expression, on trouvera, pour Taire to 
eliée de la sphère par le cylindre complet, 2a* (tt --2). ' 






319. D\autres modes de décomposition de la surface en clëiii« 
niment petits conduisent parfois, selon la nature du problème, ài 
tats plus simples. Considérons Tellipsoïde à trois axes inégaux = 



JT* 1/* Z* 



a« b' 



c 



dans lequel Temploi des formules générales donnerait une intcgnl 
assez compliquée. Traçons sur la surface le lieu des points (Xj y^ 
lesquels cos v a une valeur constante u. D'après les formules du 
ces points satisfont ii Téquation ,. 



2« ,/x« y* z*\ 



r' : V < 



et, en éliminant z^ entre cette équation et celle de IVllipsoïde, m 
pour la projection de ce lieu sur le plan XY, l'équation 

x« o' — (g* — c') ti* if b^ — (6* — c«) y} _ 
a* i— ti' ■*" 6 * 1 — «« ~ 

C'est une ellipse dont les demi-axes, en posant 
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auront pour expressions 

a i/T— M* 6|/l — tt' 

et dont l'aire E sera, en conséquence, donnée par Féqnation 

E = TTCIO — — . 

Si Ton décompose la surface de Tellipsoîde en zones infiniment étroites 
par ces courbes le long desquelles u est constant, la zone comprise entre 
deux courbes correspondantes aux valeurs t/, ti + ctti du paramètre aura 
pour projection, sur le plan XY, la couronne elliptique dE qui répond h un 
accroissement du du paramètre u. D'ailleurs, pour tous les éléments de 
cette zone, cos v est constant et égal à ii; Taire de la zone elle-même est 

dE 
donc égale à — > en négligeant des quantités d'ordre supérieur. Faisant 

la somme des zones qui répondent aux valeurs de v depuis i jusqu'à zéro, 
on aura évidemment la surface de l'ellipsoïde située au-dessus du plan XY, 
«t, en doublant, la surface totale sera 

S = — 2 \ — . 



Or, nous avons 





rdE_E C Edu 
j u u ) u* 



et, en posant A = |/i — fc*ii', A' = i/l — fc'V, 

£ du Tzab du ivab du 

D'un autre côté, on trouve facilement que 

. AA' fc«A' . fc'«A . AA' ^ A«A' ^ A , 

«. — = T- du —- du —du = r— du rn^^w 

ti A A' M* A «*A' 



k^y ^ du k^du 

— ^—^ du — — — -4 , 

A t/*AA' AA' 



d'où, substituant, 



Ed« , r AA' Jk«A'^ ,. ,., rfeil 



ÂÂ^J' 



- ÔS* — 
et, par suite, 



D'après cela, l'expression de la surface totale de rellipsoïde devient 

On voit sans peine, en remplaçant A*A'^ par sa valeur et faisant 
successivement t< = , ii = i , que le premier terme est égal à 

ârraô y^i — 4* |/ i — /c'*, ou, fc et A:' étant remplacés par leui's valeurs, 
à 27rc*. On a donc, enfin, 

S = 27rc« -♦- 27ra6 r*« ( -dw — (1— fc«)f ^1. 

Ces deux intégrales dépendent des fonctions elliptiques de première et 
de seconde espèce : on les y ramène immédiatement en posant &M=sin 9. 

Exercices. 

i. Calculer Taire de la surface qui a pour équation 



2=rcarctg-9 

X 



comprise entre le plan XZ, le plan YZ, et le cylindre vertical or* -t- y* as a*. 



t. Le paraboloïde à axe vertical 






est coupe par une surface sphcrique de rayon c qui est, comme lai, tangente au plan XY 
à Torigine. Déterminer l*aire de la portion de surface sphérique comprise dans la courbe 
d*intersection. 
R. L'application de la formule (5) conduit à Téquation 

S. Aire du paraboloïde elliptique (ex. 2) limitée par le cylindre vertical à basq ellip- 
tique qui a pour équation 

R. S=z%ab(2*—i), 
o 
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4. Les points d*unc surface fermée étant rapportés aux coordonnées polaires ordi- 
naires r, 0, ^f le pôle étant k Pintérieur de la surface, et P étant la distance de ce 
pôle au plan tangent à la surface au point (r, 6, tf>), la surface totale aura pour expression 

Jo •'o 

•. L*équation d*une surface étant donnée sous la forme 

» = f(tt,w), y = f, (ujw), 2rHBif,(tt,«), 

en décomposant la surface en quadrilatères infiniment petits par les lignes u = con«/., 
V ^ consLy on troure pour l*aire S comprise dans un contour fermé 

s = (rft. ( dot /(^ ^-"ii ù\\ (^^-^ iY + ^'- ^ - ^ -Y, 

j j y \du dv du dvJ \du dv du dvJ \du dv du dvJ 

les limites des intégrales se rapportant aux limites du contour. 
•. L*aire totale de la surface d'élasticité 

(«* -t- y* H- 2*)* — (oV -♦- b^y* -♦- c*z*) = 

est égale à celle de rellipsoîde dont les demi-axes sont 

bc ca ab 

— ï T- > — • 
abc 

R. Pour démontrer ce théorème, on calculera Taire de la surface d*élasticité par la 

formule de Vex. 4, et celle de Tellipsoïde par la formule de Pcx. 8, en posant 

bc . ca . . ab 

a; = — sm u cos V, V = -r sm u sm v, z^s — cos u. 

a '6 c 

9. Une courbe tracée sur la sphère de rayon 1, étant définie par une équation entre 
les coordonnées p et u (ch. XX, ex. 4), Taire sphérique comprise entre cette courbe et 
deux rayons po et p, qui répondent à w = et à a», a pour expression 



VA 



cos p do», 


Si la courbe est fermée et le pôle Â intérieur, ci==27r donnera Taire totale. 
9. Appliquer cette formule à la loxodromie sphérique^ qui coupe le rayon p sous un 
angle constant. 

R. L*équation de la courbe est 

tg?=,c*^. 

L*aire terminée aux angles w = et « a pour valeur 

S = «-4--l. 

•. Appliquer la même formule à la quadrature de Tcllipse sphcriciue (ch.XX, ex. 2). 
R. Prenant pour pôle le centre de Tellipse, et comptant Tanglc w à partir du grand 
axe ; désignant par de, ^ les demi-axes de la courbe, on aura 

a=ri, 9 SB a, cos a = cos /3 cos e, as ss sin p cos w, y = cosp, 

33 
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et Ton transformera sans peine Tcquation de Pellipsc sphcrique en celles-ci 

cos* 0) sin' M 1 cos' w sin* o» 1 

sin* a sin* ^ sin* p Ig* a tg' ^ tg* p 



D*où Pon tirera, en posant 



tga 



TT 



8= ZW — 4 COS a I :-r — _ ^ 

tga I ^_SIII^^.^ l/l— sin«esin«y 

I siu*a 

J 



pour Pexpression de Taire totale de Pellipse sphcrique. 



CHAPITRE XXXV. 

CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

313. Beaucoup de problèmes de géométrie, de physique et de méca- 
nique appliquée conduisent à chercher les valeurs d'intégrales définies, 
dont Texpression rigoureuse ne saurait être obtenue par les méthodes 
exposées précédemment. Il arrive même que la fonction sous le signe f 
n*est pas donnée par son expression analytique, et que Ton n'en possède 
qu'une suite de valeurs correspondantes à des valeurs assez rapprochées 
de la variable (comme lorsqu'il s'agit de calculer l'aire de la section d'un 
cours d'eauj. On doit donc recourir à des méthodes permettant de calculer 
la valeur de l'intégrale définie avec une approximation suffisante, et l'on 
a établi dans ce but diverses formules, où l'on s'est proposé d'obtenir la 
plus grande approximation possible avec le moins de calculs possible. Nous 
donnerons ici seulement la formule de Simpson^ comme réunissant ces 
deux conditions et étant d'un emploi très-commode. 

314. Remarquons, d'abord, que l'intégrale définie 

f (x) dxy 

a 

o et 6 étant des quantités données, représente l'aire de la courbe plane 
qui a pour équation, en coordonnées rectangulaires, y = f(x), terminée 
aux ordonnées qui répondent aux abscisses a et 6. Les considérations qui 
conduisent à une valeur approchée de cette aire plane fourniront donc aussi 
une valeur approchée de l'intégrale proposée. Cela posé, soit PoMolVJâ„P-, 



i 



1 
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l'aire dont il s'iigil, l'iirlngcons la portion P()P,,=/» — a de l'nxe dc6 x 
en un nombre pair 2m de pnrlics égnics Aj-, et pnr les points de division 
Pt) P*i Pi'o élevons les ordonnifcs correspondantes H, Pi , M,P], MiPi..., 
qui partageront celte nire en 2n se{;menls, d'nutunt plus petits que h sera 
plusgrand. Soient yo=s=MoPi>, yi^=M|P,,... 
y»,^M,,P,,. Considérons deux segments 
conscculirs PuM»M,P,, P,H,M.P,: la mé- 
ihodc de Simpson eonsistc à remplacer, 
dans l'évaluation de la somme de ces seg- 
ments, l'arc de courbe MoMiMi pnr un are 
de parabole passant par les points Mo, M|, 
Ml, et de plus, lungent en M| à une droite ' 
parallèle à la corde ItloMi. Cela est toujours possible, car si l'on prend 
celte tangente et le djamclrc correspondant MiPi pour axes coordonnes, 
l'équation de la parabole devra être de la forme i/*=âpx, et en déter- 
minant p de manière à faire passer la courbe par le point Mt, elle passeia 
aussi par le point Mo, et remplira toutes les conditions. 

Or, si l'on admet que celle parabole se confonde sensiblement avec la 
courbe entre Mg et Mi, ce qui aura lieu si Ax est assez petit, l'aire 
PoHoHiUiPi se composera de deux parties, l'aire du trapèze PoHoMiPi 
qui est égale & 

iixiyt-^yt), 
et celle du segment parabolique MuMiUi, égale, d'après le n" S7â, aux 
deux tiers du parallélogramme construit sur lu corde MuSIt et sur la flèche 
MiPÎ, c'est-à-dire à 

Donc 

avrf, PoHoM.M.P. = ^ (jo + 4y, + y.). 

En évaluant de même les couples de segments PiMtM4P4f> par la sub- 
stitution d'arcs de paraboles aux arcs de courbe, et faisant la somme de 
tous les segments, on trouvera 

f(x)da;= -^ O/o -H 4y. -t- 2y. -♦- iyj + 2y* + • - -t- Ay,.^, -»-y,.), 

ou enfin, en observant que b — a=2nAx, 



6n 



H 4yi + 2y, + 4y, -H ■ ■ + 2y.^, + 4y«^, h- y..)- 
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Telle est la formule de Simpson. On pourrait, par l'emploi de la formule 
de Taylor, déterminer les limites de Terreur commise lorsque Ton prend 
un nombre donne 2n de divisions, mais l'application de la formule de 
Simpson au calcul approche d'intégrales définies déjà connues su£Sra pour 
convaincre de son exactitude. 

Exercices. 



i 



I. Calculer, avec dix divisions, rintëgrale 

.1 

7-^,= 7 = 0,7853981.... 


R. On a ici 

f(x) = -J— ; Ax=0,i; yo = l; y, = 0,99010; y,=0,a6lîî4; 

y3 = 0,91743; y4=0,86207; y5=0,80000; ye=0,73529; y^=0fi7iii\ 
y8 = 0,60976; y» =0,55249; y ^o =0,50000. 

[Vo -^ yio = i,îJ] -^ [^ (yi -♦- ys -♦- ys -*- y? -^ ys) = 15,72464] 

-♦- [2 (yj -*- y* -♦- y 6 -*- y s) = 6,33732] = 23,56196. 

log ^ = - 2,5228787 ; log 23,56196 = i ,3722120. 
5 



r-^,= 0,8950907-1; l -*L^ = 0, 

1 -*- as* J 1 -I- oî* 

•'O 

Erreur commise 0,000002.... 

M, Calculer, avec 10 divisions, Tintégrale 



78540. 



\ 



* dx 



= 1. 2 = 0,693147. 



1-1-05 

R. 0,69315, erreur < 0,00001. 

S. Calculer, avec dix .divisions, Tintcgrale 

.20 

log a? cte = 11,6776552. 
10 

R. La formule donne 11,67765, erreur < 0,00001. 
4. Calculer, avec 10 divisions, Tintégrale 

'•/^"*"f (te = ~ I. 2 = 0,27219826. 
l-Ha* 8 



R. 0,27220, erreur < 0,00001. 



c 



i 



LIVRE CINQUIÈME. 

INTÉGRATION DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



CHAPITRE XXXVI. 

DÉFINITION ET GÉNÉRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

315. L'objet du calcul intégral, ainsi qu'on Ta vu au n"" 2i5, est de 
remonter, des relations données entre les variables et leurs différentielles, 
aux relations qui existent entre les variables elles-mêmes. On nomme équa- 
fions différentielles ces équations qui renferment à la fois les variables et 
leurs différentielles : celles qu'on en déduit entre les seules variables, se 
nomment leurs mt^jra/e^. Le problème de l'intégration présente différents 
cas, que nous étudierons successivement : i"* Deux variables x et y peuvent 
être liées entr'elles par une équation renfermant la dérivée de y par rap- 
port à X : c'est ce que l'on nomme une équation différentielle du pre- 
mier ordre. Elle est de la forme 



(^•y^l) 



0. 



Si la dérivée de y n'y entre qu'à la première puissance, auquel cas l'équa- 
tion se ramène à la forme 

réquation est du premier ordre et du premier degré. La fonction f peut 
ne pas renfermer t/; la dérivée de y est alors donnée en fonction de x seul : 
on retombe sur le problème que nous avons traité au livre précédent, 
â** Si l'équation différentielle entre x et y renferme des dérivées d'un 
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ordre supérieur au premier, soit n Tordre de la plus haute dërivce qui y 
entre : Fëquation différentielle est dite de l'ordre n. Elle est de la forme 

di/ d^tj d'^y" 



'('• ^' î' 2-:- S)=»' 



5'' Enfln, plusieurs fonetions d*une même variable indépendante peu- 
vent être définies par un nombre égal d*équations renfermant, avec les 
variables, les dérivées de ces fonctions jusqu'à un ordre quelconque. On 
a alors un système d'équations différentielles simultanées. 

Outre ces équations dans lesquelles les variables dépendent d'une seule, 
et que Ton nomme équations différentielles ordinaires^ il en existe d'au- 
tres, déterminant une fonction de plusieurs variables indépendantes par 
une relation entre ses différentielles totales ou partielles et les différen- 
tielles des variables. Nous ne nous en occuperons pas ici. 

316 On peut concevoir la formation des équations différentielles d'une 
manière qui jette certaine lumière sur la nature de leurs intégrales. Soit 

(1) F(x,y,C) = 

une équation entre deux variables a*, y, renfermant en outre une constante 
C. L'équation que l'on obtient en différentiant la précédente, 

rfF rfF dy _ 
dx dy dx ' 

renfermera encore, en général, la constante C; mais si l'on élimine C entre 
les deux équations^ il en résultera une troisième équation 



(-.y.|)=o, 



qui renfermera la dérivée de t/, mais sera indépendante de C. Cette équa- 
tion aura donc lieu entre x, y, et -^ , indépendamment de toute valeur 

particulière attribuée à la constante C dans l'équation (i); en d'autres 

termes, elle exprimera une propriété commune à toutes les courbes que 

Ton déduit de l'équation (1), par la variation du paramètre G. Par exemple) 

l'équation 

t/«~2Car — C« = 

donne par différentiation 
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et rëliminalion de C conduit à l'équation diflérenticUc 

h laquelle satisfont toutes les paraboles comprises dans Tcquation primitive, 
et correspondant aux diverses valeurs de la constante arbitraire C. 

317. Delà même manière, si Ton a une équation renfermant deux 
constantes arbitraires 

F (x, y, C, C) = 0, 

en la différentiant deux fois de suite, on pourra éliminer C et C entre les 
deux nouvelles équations et l'équation primitive. On formera ainsi une 
équation 

qui sera du second ordre par rapport à t/, mais qui ne dépendra plus des 
constantes C et C 

Et en général, soit F(a;, y, C, C, C",...) = une équation entre x et y 
renfermant n constantes arbitraires. Joignant à cette relation les n équa- 
tions qu'on en déduit par n différentiations successives, on aura n+i équa- 
tions entre lesquelles il sera possible d'éliminer les n constantes C, C, C",... 
On formera donc une équation différentielle de Tordre fi. 



^/ dy d^y d^yX 



ne renfermant plus ces constantes, et à laquelle satisfera toute fonction y 
de X déterminée par l'équation primitive, quelques valeurs qu'on attribue 

On arrive donc à cette conclusion importante : une équation entre deux 
variables x, y, renfermant n constantes arbitraires, peut être remplacée 
par une équation différentielle de l'ordre n, qui a au moins la même 
généralité, et ne renferme plus aucune de ces constantes. 

Nous devons donc nous attendre à voir reparaître, dans les intégrales 
des équations différentielles, ces constantes arbitraires qui ont disparu 
par élimination. 

31 S. L'élimination de n constantes entre une équation et ses n pre- 
mières dérivées peut évidemment se faire de bien des manières différentes; 
mais, quelle que soit la voie suivie pour opérer ce calcul, l'équation diffé- 
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rentielle finale sera toujours la même. En effet, considérons par exemple 
une équation F (x, y^ G, C) = qui renferme deux constantes arbitraires 
C et C, et d'où Ton déduit Téquation du second ordre 



(''î''l'ê)=«- 



Si Ton prend pour x une valeur déterminée, on peut encore choisir 

arbitrairement les valeui*s correspondantes de y et de -p tirées de Féqua- 

tion F = 0, puisqu'il suffit de satisfaire à deux équations au moyen des 
indéterminées C et C. Mais, une fois C et C déterminés, Féquation 
F=0 détermine complètement la fonction y de la variable x, ainsi 

que ses dérivées du premier et du second ordre. Ainsi, la valeur de -j^ 

se trouve complètement déterminée lorsque Ton se donne les quantités x, 

dy 
y, ~ 9 qui peuvent d'ailleurs être choisies arbitrairement : elle est donc 

une fonction déterminée de ces quantités, et l'équation 

qui exprime la relation entre ces quatre quantités, ne peut, quelque forme 
qu'elle affecte, conduire qu'à une même expression de -r-^* 

Ce raisonnement s'étend sans difficulté à une équation renfermant /t 
constantes arbitraires. 

Exercices. 

t. Éliminer C de Téquation 



dx V (te* • 

9. Éliminer C et C de Téquation 

y-C»» — C'aj = 0. R. a* ^ — 2» ^ -4- 2^^ = 0. 

* da^ dx 

S. Eliminer les constantes C et C de Tcquation 

a?y = Ce* -♦- Ce-*. R. x^-hS^ — «y = 0. 

4. Former Tcquation différentielle du troisième ordre entre les coordonnées rectan- 
gulaires d*un cercle de centre et de rayon quelconques. 
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B. L*«quation du cercle étant mise sous la forme 

(X — O* -4- (y — C')* = C"» , 
réiimination des arbitraires C, C, C" conduit à Péquation du troisième ordre 

ft. Eliminer les constantes arbitraires C, C, a, a', de Pcquatiou 
B. On obtient Téquation différentielle du quatrième ordre 

^ [dx» dx* \dx^J j dx V^rfx* dx» dx dx*J dx* [jix d^ \^^J J 

•. Former Téquation différentielle du 5<n« ordre à laquelle satisfont toutes les lignes 
du second ordre 

Cy« -4- Oxy -H C'a:* + C'y -H C^x -h il = 0. 

„ Q f^y\ ^'y AK^y ^y ^'y ^ ad /^'^'A'-o 



CHAPITRE XXXVII. 

EXISTENCE ET PROPRIÉTÉS DE L'INTÉGRALE D'UNE ÉQUATION 
DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRÉ. 

319. Considérons en premier lieu une équation différentielle de la 
forme 

et avant de nous occuper des procédés d'intégration, cherchons si elle 
admet une intégrale. Au point de vue analytique, Téquation (1) fournit 
l'expression de la dérivée d'une fonction inconnue, au moyen de la variable 
et de la fonction elle-même, et il s'agit de remonter de cette relation à l'ex- 
pression même de la fonction. Au point de vue géométrique, où l'on con- 
sidère X et y comme les coordonnées rectangulaires d'une courbe, l'équa- 
tion (i) donne la direction de la tangente à la courbe en fonction des 
coordonnées du point de contact, et l'on doit tirer de là le tracé de la 
courbe. Or, cette construction peut se concevoir comme il suit : 

Pour une valeur Xo de la variable, assignons h y une valeur arbitraire yo, 
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et admettons que, pour loutes les vnlcurs de x depuis Xt, jusqu'à une 
voleur donnée x, et pour toutes les valeurs possibles de y, les fonctions 

restent contioues, k détermination simple, et numériquement inférieures 
il des quantités données A, B, C. Concevons que l'on passe de xo àx par 
une suite d'accroissements infuiimcnt petits ha, hi,..., A,^i, et que l'on 
culcule suecessivcment les accroissements eorrespondants de y, à partir 
de ^0) par lu formule 

(2) ^-f(*.î). 

On obtiendra ainsi une suite de points 3lu(xi„ yu), Mi(^i, jfi), 
TtU (xt, t/t),..., M._t (x.-i, y<i-i), M {x, y), bien détcnniiicâ, puisque l'on a 

I a'i^Xa + Aa, Ta'^Xi-t-k,,..., X=Xn-i-t- hm-i', 

l y,= ijo-*-f[xo,!/o]ho, y,=y,-*-f(x,,j/,)lu,..., y=yn-i-*-t{x.-t,y^>)l'n-i. 

Étant joints deux-à-deux, ecs points formeront un polygone infinitésimal 
MoMiHi...H.._iH dans lequel le eoeffi- 
cient angulaire d'un edtc quelconque sera 
donné par réqualion (3), et, lorsque les 
divisions Ad, hi... de l'axe des x tendront 
vers zéro, n croissant indéfiniment, ce po- 
lygone tendra à se confondre avec une 
courbe déterminée, satisfaisant à l'équa- 
tion différentielle (I). 
3SO. Pour le démontrer, admettons 
d'abord que l'on partage un élément quelconque hi en un nombre quelconque 
de parties plus petites, désl;;nées en général par £, et calculons la variation 
Syi+i=Tdi+t{'- qu'éprouvera, par suite de cette opération, l'ordonnée yi^, 
qui répond à l'abscisse Xi^-i. Comme on passe du point Mi au point ft par 
une suilc d'opérations semblables aux opérations (â) qui nous ont conduit 
du point Mo au point M, on aura évidemment, 

(4) j,+, * 3s,t.~y, + 2 Hx, + «, j, -H P) ■ t , 

Xi-*-x, f/i-*-^ étant les coordonnées d'un sommet quelconque du nouveau 
polygone construit entre Xi et x,+i. Il suit de là que l'on a 
(i/.-+. + 3y, h) -y<< 2AE = Mi = AA„ 
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le signe d'inégalité se rapportante^ comme dans tout ce qui suit, aux valeurs 
absolues des quantités. Et comme le même raisonnement s'applique a for- 
tiori aux diverses ordonnées comprises entre y, ety,^^l,on a nécessairement 

d'où il suit que a et (3 seront infiniment petits en même temps que ht. 
D'après cela, on aura par la formule de Taylor 

f (x, -4- a, yi -t- (3) = f< -t- cp.a h- i^,(3 (0 , 

et Tcquation (4) donnera 

y,+i -H Syi+^ = y^ H- f,A, -♦- 1 (cp.a -f ^/(3) e , 
d'où, comme on a, par les équations (3), y.+i = y, -♦- f,/^, 

^^'+1 = ^£(9.'5t -H ^.(3) = hM {(pa -^ '|,,3) < hi{\]ht -\- CMi,), 
d'où, enfin, 

(5) dj/i+i < A,« (B + CA). 

321. Après avoir ainsi déterminé une limite supérieure de dt/i+i, cal- 
culons les variations qu'éprouvent, par suite de la variation de f/i>i, les 
ordonnées suivantes yj^.^,..., y, et les directions des côtés du polygone à 
partir du point M^+i. La variation dd^i du coefficient angulaire du côté 
Mi^i M,.f.s9 produite par la variation dyi+i de l'ordonnée du point M.+i, a 
évidemment pour expression 

3ff+i == ^ (X14.,, y.+i) 5y^ „ 

et d*autre part, un coup d'œil jeté sur la figure montre que l'on a 

5y.+« = 5yf+i -♦- hi^i . 5f/+i = (îy.4.1 (1 -+- ft.+i '^i+i). 

On aura de même 

d'où 

Les facteurs qui multiplient Syi^i peuvent être supposés positifs, les Ai 
étant très-petits; d'autre part, on a, quel que soit 2, 



z^ 



e*= \ -4-^-4- --Tr e^'y> i -\- z, 

i'2 



(1) Nous posons, pour simplifier, f(a'<, yi) :=f^, ?(^<7y>) = ?') ^tc. 
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d'où 

(I -h /».+, ^.+t) ... (i +/u_t '];_0 < eVi^.>.+- +*-i'^— I. 

Mais nous avons 

d'où 

d*où enfin, en ayant égard h la relation (S), 

$y < //,« (B -4- CA) e«('— ), 
ou, en désignant par P la quantité finie et déterminée (Bh- CA) e<^(""'«»), 

(îy<A,«P. 

On a donc une limite supérieure de la variation qu'éprouve l'ordonnée 
y lorsque Ion subdivise Tun des éléments ho, Ai,..., Ancien autant de par- 
ties qu'on le veut. Nous avons dans ee calcul, considérant hi comme infi- 
niment petit, négligé les quantités d'ordre supérieur h celles que nous 
voulions calculer, mais le calcul exact ne changerait les valeurs de f,-, 9,, 
^'9 ^1+1 V <iue de quantités tendant vers zéro avec A<, et il est facile de 
s'assurer que cela ne modifierait en rien la conclusion. 

Supposons maintenant que l'on répète la même subdivision sur chacun 
des éléments Ao, Ai,..., A^^i; comme P est indépendant du nombre des 
éléments existants, y éprouvera successivement une suite de variations 
respectivement inférieures à PAo*, PAi*,..., PA„_i', et dont la somme sera 

% < P(Ao* H- Al* H H An-i') = P{x — Xo)M(Ao, Al,..., A««i). 

Ainsi, les éléments Ao, Ai,..., An-i étant considérés comme infiniment 
petits, la variation totale qu'éprouvera l'ordonnée y, correspondante à 
l'abscisse x, lorsque l'on subdivisera chacun de ces éléments en autant de 
parties que l'on voudra, sera elle-même infiniment petite : ce qui indique 
évidemment que l'ordonnée y tend vers une limite fixe quand les élé- 
ments A, décroissent indéfiniment. La même chose a lieu, évidemment, 
pour l'ordonnée correspondante à une abscisse quelconque entre Xo et x, 
et pour les valeurs correspondantes de f (x, y), en sorte que les côtés du 
polygone tendent aussi vers des directions fixes. 

392. Remarques. I"" Le lieu des points limites des sommets du polygone 
est indépendant de la loi suivant laquelle on partage l'intervalle x — Xo en 
éléments infiniment petits Ao, Ai,..., A„_i. Car deux modes de division qui 
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se rapportent à des lois différentes peuvent toujours être renfermés dans 
un même troisième qui sera comme une subdivision des deux premiers. 
L'ordonnée y calculée par le troisième mode différera de chacune des 
ordonnées y calculées par les deux premiers modes, de quantités qui seront, 
d'après ce que nous venons de voir, de l'ordre des divisions; elle tendra 
donc vers la même limite que chacune d'elles : celles-ci ont donc même 
limite. 

^ Les conditions relatives aux fonctions f (x, j^), (p(x,y), ^(x,t/) ont été, 
pour plus de facilité, supposées satisfaites entre les valeurs Xo et x de la 
variable X, quel que soit y ; mais tout ce qui précède subsistera si les fonc- 
tions vérifient ces conditions entre certaines valeurs xoàza de x, yo db 6 
de y, pourvu qu'on ait en outre Aa <^ 6, condition qui sera toujours satis- 
faite en réduisant convenablement la valeur de a, et x — Xo < a. £n effet, 
les équations (3) nous donnant toujours 

»< — yo = (x, — Xo) M [f (xo, yo), f (xi, yi),. .., f(xi_„ y^.,)], 

on verra sans peine que si yo, yiv? y<-i sont compris entre yo=t:&, fo^ 
fi,..., ff_i étant inférieurs à A, y, — y© sera moindre que Aa ou 6, y, sera 
donc encore compris entre yo àz 6, et ainsi de suite. Donc yo, yi,..., y 
restant toujours compris entre ces limites, les conditions exigées pour les 
fonctions f, (p, ^ dans notre démonstration seront toujours satisfaites. 

3* Le lieu des points-limites des sommets du polygone MoMi...Mn-.iM 
est une courbe continue dont les coordonnées satisfont à l'équation diffé- 
rentielle proposée. Car, désignons par x, x+ Ax deux valeurs quelconques 
de la variable; par y, y+Ay les ordonnées de la courbe limite qui leur 
correspondent, et concevons que l'on passe de la première valeur y, à la 
seconde, en faisant passer la variable de x à x+Ax par un nombre indé- 
finiment croissant de valeurs intermédiaires. L'ordonnée y+Ay sera déter- 
minée d'après la même loi que l'ordonnée y,+i -♦- 5y,+i au n" 320, et, en 
appliquant les formules (4) et (5) de ce numéro, on voit sans peine que 

y -H Ay = y -^ f (x, y) Ax -♦- «, 

on étant une quantité moindre que Ax^ (B h- CA) ; d'où 

Ay = f (x, y) Ax -*- w. 

Si l'on regarde maintenant Ax comme infiniment petit, Ay sera infini- 
ment petit : la courbe, limite du polygone, est donc unm courbe continue. 
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Ensuite, divisiin par Ax et passant à lu limite, on trouve 

ce qui fait voir que le coefficient angulaire de la tangente à la courbe est 
détermine, en fonction des coordonnées x, y, par Féquation (i). 

393. Il résulte évidemment de tout cela que, Téquation difféi*en- 
tielle (1) étant donnée, il existe toujours une fonction y de x propre à 
satisfaire à cette équation, et de plus, à prendre pour une valeur donnée 
Xu de la variable, une valeur choisie arbitrairement yo, pourvu que les 
fonctions f, 9, ^, soient continues par rapport h x cik y dans le voisinage 
du point (xo, t/o). Bouilleurs, dès que yo est fixé, la courbe ou Fintégrale se 
trouve bien déterminée, comme nous l'avons fait voir : elle est donc une 
fonction déterminée de yo, qui entrera conséquemment dans Texpression 
de rintégrale comme une constante arbitraire. £n d'autres termes, l'inté- 
grale d'une équation différentielle donnée ne peut avoir toute la généralité 
qu'elle comporte, si elle ne renferme, avec la variable x, une constante 
arbitraire C non comprise dans l'équation différentielle, et à l'aide de 
laquelle on peut faire prendre à t/ une valeur arbitraire yo, pour une 
valeur donnée de x : ce qui revient h faire passer la courbe par un point 
donné. Cette intégrale y=F(x, C) se nomme Y intégrale générale de l'équa- 
tion (1) : toutes celles qu'on en tire par des valeurs particulières attribuées 
à la constante C sont des intégrales particulières. L'élimination de G entre 
l'intégrale générale et sa dérivée ramènerait identiquement l'équation dif- 
férentielle (1), comme on l'a établi (518). 

324. Réciproquement, toute courbe qui vérifie l'équation différentielle 
proposée doit dériver de l'intégrale générale par une valeur déterminée 
attribuée à la constante arbitraire C : car, si l'on dispose de celle-ci de 
manière à ce que, pour une valeur Xo de la variable, l'ordonnée de l'inté- 
grale générale coïncide avec l'ordonnée t/o de la courbe proposée, comme 
la courbe qni part d'un point donné (xo, y©) et qui satisfait à l'équation 
(1) est parfaitement déterminée (322), ces deux courbes coïncideront 
nécessairement dans toute leur étendue. 

Il y a toutefois une exception remarquable à cette loi : il peut se faire 
que, par le point (xo, yo) passent deux courbes tangentes l'une à l'antre en 
ce point, et satisfaisant toutes deux à l'équation différentielle. Et comme 
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la construction exposée plus haut n*en donne qu'une seule, il semble que 
la théorie générale se trouve ici en défaut. Mais, dans ce cas, il est facile 
de voir que, dans le voisinage du point {xo,yo), les conditions de continuité 
relatives h 9(x,y), ^(x,y), ne seront plus remplies; puisque, pour une 
abscisse Xo + Axo infiniment voisine de Xo, la difTérence des ordonnées des 
deux courbes, sera, en général, du second ordre par rapport à Axo, à 
moins que f (xo, t/o) ne soit infini, tandis que les tangentes aux deux cour- 
bes feront entr'elles un angle infiniment petit de même ordre que Axo (0. 
Un accroissement Sy de la variable y détermine donc un accroissement df 
de la fonction f qui est infiniment grand par rapport à lui, dans le voisi- 

df 
uage du point (xo, ^0)9 et par suite, la fonction -7- = i{/ (x, y) est infinie en 

ce point. Elle n*est donc pas continue. 

Si cette exception ne se présente qu'en certains points particuliers du 
plan, elle n'influera pas sur l'exactitude du théorème énoncé plus haut, 
puisqu'il suffira de choisir le point (xu,yo) sur la courbe donnée, de manière 
à ce <]u'il ne coïncide pas avec un de ces points particuliers, pour démon- 
trer l'identité de la courbe avec une des intégrales particulières de l'équa- 
tion. Mais s'il arrive, comme on peut très bien le concevoir, qu'une courbe 
soit tangente, en chacun de ses points, à celle des intégrales particulières 
comprises dans l'équation y = F (x, C) qui passe par ce point, cette courbe 
vérifiera l'équation différentielle , puisqu'elle aura , en chacun de ses 

points, mêmes valeurs de x, y, --^ qu'une courbe qui y satisfait. Et cepen- 
dant, généralement, elle ne sera pas comprise dans l'intégrale générale, 
celle-ci ne déterminant pour chaque point donné du plan qu^une courbe, 
qui est une intégrale particulière. Une telle intégrale, qui vérifie Féqua- 
tioQ différentielle sans être comprise dans l'intégrale générale, se nomme 
une solution singulière. 

On voit par là qu'une solution singulière satisfait aux conditions sui- 
Tantes, qui serviront à la déterminer : i"" elle représente une courbe qui 
est tangente à toutes les intégrales particulières, et qui en est conséquem- 
ment le lieu des points d'arrêt, de rebroussement ou d'inflexion [elle ne 
saurait en être l'enveloppe proprement dite, car pour cela les intégrales 



(f ) Plus gcuéralement, la différence des ordonnées sera infîniment petite par rapport 
h Tangte des tangentes correspondantes (163). 
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particulières devraient se couper généralement deux à deux; f(x,y) 
admettrait donc au moins deux valeurs en un même point {x^y) du plan]; 
2** la solution singulière satisfait, en chacun de ses points, à Téquatîon 
f(x,f/) = 00 , ce qui ne peut convenir qu'à une droite parallèle à Taxe àes 
y ; ou à Féquation i{/(x, y)= oo . 

Soit, comme exemple, Féquation différentielle 

Elle a pour intégrale générale, comme on le vérifie aisément, 



y=»+(g)'(c-x)', 



et en outre, elle admet la solution singulière y=x, qui satisfait à Féqu 
tion différentielle et ne peut coïncider avec Tîntégrale générale pour aucu 
valeur constante de C. Or, on a ici 

i -^ 

+ («?»») = — 5 {^— y) % 

et cette fonction devient infinie par Thypothèse y==x. On voit facileme 
que la droite y=x est le lieu des points de rebroussement des courbe 
que Ton tire de l'intégrale générale par la variation du paramètre GO) 



CHAPITRE XXXVIII. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER 

DEGRÉ PAR DIVERS PROCÉDÉS. 

395. L'équation du premier ordre et du premier degré 

est toujours réductible à la forme suivante : 
(1) Prfx-*-Qrft/ = 0, 



(i) La théorie complète des solutions singulières trouvera place dans la seconde partie 
de ce cours. 
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P et Q désignant, en gênerai, des fonctions données de x et de y. Il y a 
un cas où Tcqualion (i) s'intègre immédiatement : c'est celui où l'on recon- 
naît dans son premier membre la différentielle totale exacte d'une fonc- 
tion F(rr,y) des variables x, y, en sorte que l'on a identiquement 

Prfx -♦- Qdy = d.F (x, y). 

En effet, l'équation (1) peut alors s'écrire sous la forme d. F(x,y)==0, 
et pour y satisfaire, il est nécessaire et suffisant que l'on pose 

F{x,y) = C, 

C étant une constante arbitraire. Cette équation renferme donc toutes les 
solutions possibles de l'équation (I), et en est l'intégrale générale. 
Par exemple, l'équation 

('-.-riy)''-(»-.-^)* = » 

mise sous la forme 

, , xdy — y dx 
xdx ■¥ ydy -^ — -^ ^^-^— = 0, 

devient évidemment 



x' -♦- y' 



^,(,.^y,)^_L_d0)=o, 



4 4- "^ 

et son intégrale générale est 



x« 



- (x« -*- y«) + arc tg | = C. 

3^6. Il est rare que l'on aperçoive ainsi de prime abord une fonction 
F(x, y) dont Prix-*- Qrfy est la différentielle exacte , mais il suffit qu'elle 
existe pour que l'intégration de l'équation (1) soit ramenée aux quadra- 
tures. En effet, si Pdx-^-Qdy est la différentielle totale d'une fonction 
F (x, y) des variables, on a 

dF Q^^ rf*F d*F 



dx dy dydx dxdy 

et par suite 

— = ^ 
^ ' dy dx 

abstraction faite de toute relation entre x et y. 
Réciproquement, si P et Q vérifient la condition (2), la fonction F existe 

S4 
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et nous allons la dcUTmincr. Sa dérivée partielle par rapporta x étant P, 
la fonction F est nécessairement comprise dans l'intégrale de Prfoc par rap- 
port h r, y étant considéré comme constant, et la constante arbitraire de 
l'intégration devant être remplacée, par conséquent, pair une fonction arbi- 
traire 9 (y) de y seul. On aura donc 

F=/Prfx + (p(y)=Pi -V- cp(y)> 
et il ne reste plus qu'a déterminer 9 (y), si cela est possible, de manière à 
satisfaire à la seconde condition 

On déduit de cette équation, évidemment, 

et pour que cette équation soit possible, <f{y) ne renfermant pasx, il faut 
et il suffit évidemment que le second membre soit aussi indépendant de j, 
ou que sa dérivée partielle par rapport à x soit nulle identiquement. 
Or, on a 

Ji/^O — — ^=^— — /^— ^=— — — /^— ^ — ^ — — , 
dx\ dy J dx dx\dyj dx dy\dxj dx dy 

puisque P4=ypdjc. Le dernier membre de l'équation se réduit à zéro, 
P et Q satisfaisant à l'équation (2); donc la condition est satisfaite, la 
variable x n'entre pas dans l'expression de (p'(y}, et la fonction 9 sera 
donnée par Téquation 

Substituant sa valeur dans l'expression de la fonction F, et égalant ce llc-ei 
à une constante arbitraire, on obtient l'intégrale générale de l'équation 
proposée : 

(3) fPdx+UQ-^-^\dy = C, 

la première intégration étant relative à x seul, la seconde à y seul. 

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que Pdx-^Qdy soit 
une différentielle exacte en x et y est exprimée par V équation (2), et quand 
cette condition est satisfaite, l'équation (5) fournit Cinlégralede l'équation 
différentielle proposée. 



— 403 — 

Soit, comme exemple, Tcquation 

(x* — 4xy — 2y«) dx -+- (y« — 4xy — î2x«) rfy = 0. 
On a ici 

îî£=-.4x-4 =^- 
dy * ^ dx' 

Pdx = P* = --2x*y-2t/«x, Q-.^ = y»; 

rintëgrale de l'équation est 

x' t/* 

g - 2x«y - 2xy« -♦- 1 =C. 

Sd7. Il y a un cas remarquable où Ton reconnaît immédiatement que 
le premier membre de Féquation (1) est une difTérentielle exacte : c'est 
celui où le coefficient de dx ne renferme que x, et celui de dy que y ; 
l'équation est donc de la forme 

(4) XdxH- Yrff/=0, 

X, Y désignant respectivement des fonctions de x seul et de y seul. On dit 
alors que les variables sont séparées. La condition (2) est évidemment 
satisfaite, car DyX=D,Y=0, et d'ailleurs il suffit de poser 

/Xdx-+-/Yrfy = C 

pour obtenir l'intégrale générale de Pcquation (4), d'après ce qu'on a vu 
au n® 325. Ainsi le problème se ramène immédiatement aux quadratures. 
11 est inutile d'ajouter des constantes arbitraires aux intégrales indéfinies 
qui figurent dans cette équation; elles se trouvent implicitement comprises 
dans la constante C du second membre. 

Le plus souvent, les variables ne sont pas séparées dans l'équation diffé- 
rentielle, mais la multiplication par un facteur convenable conduit à ce 
résultat. Ainsi, toute équation delà forme 

XiYidx-^X2Y,rfy = 0, 

X«, Xa étant fonctions de x et Yi, Ys de y, divisée par le facteur YiXj , 
supposé différent de zéroj deviendra 

-i dx + -r' dy = 0, 

Aa la 

et, les variables étant séparées, l'intégration se fera comme ci-dessus. 
Par exemple, l'équation 

(1 H- y*) (1 + x) dx -+- (1 -«- x«) (i — y) dy = 



— 404 — 

prendra, par cette transformation, la forme 

1 H- X , \ — V 1 

1 H- x' 1 -*- y* ^ 

équation dans laquelle les variables sont séparées. Les termes lic ccUc 
équation s'intègrent sans diffieulté, et Ton a Tintégralc générale 

1 1 

arelgx + ^ '• (^ -+- a;«) -*- arctgy — -1.(1 -f- f/«) = C, 

h laquelle on donne facilement la forme suivante : 



arc tg ^ = 1. C, \ / \ , 

1 — xy y 1 -♦- X* 






i-jj 



Cl désignant une nouvelle constante arbitraire. 

39§. Intégration des équations homogènes. — Lorsque la séparation j 
des variables ne s'effectue pas par le procédé simple qui vient d'être indi- 
qué, on cherche à la réaliser en introduisant au lieu de x et de j, dans 
l'équation différentielle, deux nouvelles variables ayant avec x et y des 
relations convenablement choisies. C'est une nouvelle application de la 
méthode de substitution. Quelquefois la substitution ne porte que sur une 
seule des variables x, y. 

Appliquons cette méthode au cas où l'équation du premier ordre 

(1) Pdx-4-Qrft/ = 

est homogène^ c'est-à-dire où P et Q sont des fonctions homogènes, de 
même degré m, par rapport à x et à y. On sait qu'une telle fonction jouit 
de la propriété, étant divisée par x*", de ne plus dépendre que du rapport 
de y à x(0. Il suffira donc de diviser toute l'équation (1) par x"* pour lui 
donner la forme 



(S) 



dx H- f 1 



(?)«-0, 



(\) Celte propriété suit iinmédiatcmcnt de la définition des fonctions homogènes 
(eh. III, ex. 19); car, si dans Téquation 

?(lx,ty)z=v^V(x^y) 
on prend rindéterniinée / égale à ac"*, on a 



''(''!)=x4''(^.^)- 
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Posons, M étant une nouvelle variable, 

y=:tix, d'où dy =:udx -h xdu^ 
et éliminons y et dy. Il vient 

f (w) dx -^ fi (u) {udx -^ X du) = 0, 
ou 

[f (m) -f- w f 1 (m)] dx-^ xîi {u) du = 0, 

équation où il est faeile de séparer les variables. Supposant d*abord 
ï{u) -4-wfi(tf) différent de zéro, et divisant par ee facteur et par x toute 
réquation, on a 

dx f 1 (m) du 



X f(u)-¥•uî^ (u) 
ou, en intégrant. 



= 0, 



l.X^K,JlM^t-r = C. 



\.X -¥■ I 



f (tt) -♦- tl fi (m) 

On aura donc Tintégrale générale de l'équation proposée en effectuant 
l'intégration indiquée et remplaçant u par sa valeur y : x. 
L'hypothèse 

f(w)-t-Mfi(t/) = 

que nous avons laissée de côté, fournit pour u un certain nombre de 
valeurs constantes tio, Ui,..., qui satisfont à l'équation différentielle entre 
u et X, puisque u constant donne du = 0. On aura donc encore des solu- 
tions de l'équation proposée en faisant 

y = t/oX, y = t/ix,..., 

et ces intégrales pourront être, soit des intégrales particulières, soit des 
solutions singulières , ce dont on s'assurera en les comparant à l'intégrale 
générale. 

S99. Prenons comme exemple l'équation homogène 

(Ax -♦- By) dx H- (A'x + B'y) dy = 0. 

P et Q sont ici du premier degré, et la transformation indiquée conduit à 
l'équation 

[4 ^ (B -^ A') u -4- B'm«] dx-i-x (A' -♦- B'w) du = 0. 

L'intégrale générale est donc 

(A^ -¥• Wu) du _ 



'•^^JâTmb 



A') u H- B'w 



7TJ — ^î 
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et la quadrature à effeeluer porte sur une différentielle rationnelle; elle 
n^offrira donc aueunc diffîculté. Suivant que les racines de Tëquation 

A -f- (B -h A') M -f. B'îi» = 

seront réelles et inégales, réelles et égales ^ ou imaginaires, la forme de 
rintégralc sera différente. Bornons-nous au premier eas, et soient a, 6 les 
racines réelles de cette équation, en sorte que Ton aura 

A -+. (B -h A') u -♦- B'w* = B' (u — a) (w— 6), 
et, par la décomposition en fractions simples, 

A' -♦- B'm m n 

A -♦- (B -♦- A') u -h B'ti* u — a u — 6 

les constantes m et n étant déterminées par la niélliodc connue, ou parles j 

équations 

A' = — B' {mb H- «a), \ = m -t- n. 

L'intégrale générale deviendra 

1. X + m 1. (m — a) -*- n 1. (w — b) = C, 

ou 

La; (m — a)"» {u — 6)*» = C , 

ou encore, en remplaçant u par sa valeur et passant des logarithmes aux 

nombres 

(y — ax)*^ (y — 6x)"x*~**-*= e^ = C, 

ou enfin, en vertu de Téquation m -♦- w = i, 

(y — ax)*" (y — 6x)" = C. 

Telle est, sous la forme la plus simple, Fintégrale générale de Téquation 
proposée. Quant aux intégrales 

y = ax, t/ = 6x, 

que Ton obtient en prenant pour t/ les valeurs a et 6 qui annulent le tri- 
nôme par lequel on a divisé Féquation différentielle, ce sont évidemment 
des intégrales particulières qui correspondent à C'=0 ou à C'=oo , sui- 
vant les signes des exposants m, n. Mais si m ou n était nul. Tune de ces 
intégrales pourrait être une solution singulière. 

330. Si l'équation proposée était 

(Ax 4- By -4- D) rfx -*- (A'x -H Fi/ -^ D') rfy = , 
on la ramènerait à la forme précédente en posant 
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H, yj étant de nouvelles variables, et a, (3 des constantes. Déterminant a 
et (3 par les équations 

Aa 4- B[3 H- D == , 

A'aH-B'PH-D'=0, 

on trouverait entre Ç et y] Téquation différentielle 

(A? + Byj) dl + (A'? + B'yj) r/y; = , 

qui s'intégrerait par la méthode ci-dessus. Cette transformation serait en 
défaut si AB' — BA' était nul, mais alors A'x + B'y serait le produit de 
Ax-hBy par un facteur constant, et Ton séparerait les variables en posant 
Ax 4- By = z. 

SSl. Équation linéaire du premier ordre. — On appelle ainsi Téquation 

(5) g-^Xy = X., 

X et Xi étant des fonctions explicites de x seul. La séparation des varia- 
bles s'obtient encore par une substitution. Posons, ii et z désignant de 
nouvelles variables dont une peut être choisie arbitrairement, 

y = uz^ d'où dy = zdu-^tidzy 

et par suite 

du dz 

(6) z- — *- w ;t — h X ?/JC = Al . 

La variable z étant quelconque, assujettissons-la à vérifier l'équation 

ce qui réduira à zéro le coefficient de u dans l'équation (6), et ramènera 
celle-ci à la forme 

du 
z j— == Xi. 
ax 

On tire immédiatement de ces deux équations 

dz 

hXdx = 0, l.z = — /Xrfx, z = c-/*^, 

z 

et par suite 

Jî = Xt e/*"', M = C + / Xi c/^-^dx. 

Il faut observer qu'il est inutile de compléter par une constante Tinté- 
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grale fXdx qui figure dans rexprcssioii de r, parce qu'il suffît évidem- 
ment, pour le but que l'on se propose, de trouver pour z une fonction par- 
ticulière vérifiant la condition dz -+- Xzdx = 0, Remplaçant maintenant u 
et z par leurs valeurs dans l'expression de i/, on trouve, pour Tintégrale 
générale de l'équation linéaire 

(7) y = e-/*^' (C -^ / Xief^'^dx). 

Soit, comme exemple, l'équation 

rfy 

-~ + w eos X = sin x cos x. 

dx -^ 

On a ici 

X=cosx, Xi = sinxcosr, yxdx=sinx, 

/Xic/*'''rfx = /e«'"'sin x cos xrfx = e''"'(sin x — 1), 

et l'équation (7) nous donne pour l'intégrale générale 

y = Ce-»'"' H- sin X — I . 

ZZ^, L'équation 

dite de BernouUiy se ramène facilement à l'équation linéaire. 11 suffit de 
la diviser par t/*+* et de poser «=!/""; on a successivement 

y-(n+i) ^ ^ xv-» = X, , — - ^^ H- Xy-* = Xi, 

^ dx n dx 

dz 

-; nXz = — nXi, 

dx 

Cette équation, linéaire en z, s'intègre par la formule (7), et l'on obtient 

y-'* = e"/*'^ (C — n / Xie-"/^'" dx). 

L'hypothèse n= — 1 nous ramène à l'équation (6); n=0 rend l'inté- 
grale illusoire, mais Téquation de Bernoulli devient alors 

et s'intègre sans difficulté par la séparation des variables. 

333. Remarques. — 1° Parmi les valeurs que l'on peut attribuer à la 
constante arbitraire pour faire rentrer une intégrale donnée dans l'inté- 
grale générale, on doit comprendre les valeurs C=-4-qo et C = — oo, 
si l'on ne veut laisser échapper aucune intégrale particulière. U suffit, 
pour justifier cette observation, de remarquer que si l'on remplace C 
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\ 

par — dans Tintégrale générale, ce qui est évidemment permis, on devra 

admettre la valeur C'=0. 

2° L'intégrale générale d'une équalion différentielle est susceptible de 
formes très-variées à cause de la possibilité de remplacer une fonction de 
la constante C par une nouvelle constante C. Elle peut même ainsi passer 
de la forme transcendante à la forme algébrique. Exemple : l'équation 

dx dy 

-4- ^ =0 

a pour intégrale générale 

arc sin x -+- arc sin y = C. 

Mais, si l'on transforme le premier membre de celle-ci par la formule qui 
exprime le sinus de la somme de deux arcs, on a 

arc sin {x j/l — i/* -h y j/l — x*) = C , 
ou 

x [/i — y« -4- y |/l — X* = sin C = C, 

et cette intégrale est algébrique par rapport aux variables x et y. Nous 
avons vu un autre exemple de cette simplification de l'intégrale générale 
au n» 529. 

S"* Le changement de forme de l'intégrale générale ne dépend pas tou- 
jours d'une transformation de la constante arbitraire : il arrive que la 
fonction qui satisfait à l'équation différentielle soit représentée par une 
expression différente, suivant que les valeurs de la variable sont comprises 
entre telles ou telles limites. Considérons l'équation linéaire 

dy ^ xy 

dx 1 X* 

On a ici 

/xrfx=Jj^= — \,\.{\~x*) — i.i/nr;î, 

f Xief^^^dx = a\ = a arc sin x •♦- C, 

J |/i — x« 

et l'intégrale générale de l'équation est 

y = |/l — X* (C H- a arc sin x). 
Mais cette intégrale devient imaginaire si x' est > 1 , quoique l'équation 



a. 
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difTércnlielle reste réelle. En effet, on a alors (224) 

/ Xrfx = — ^ I. (x« — i) = ^ 1. /x*-— 1, 

f X ie A*^ = a C ^^ = a 1 . (x -f • |/x« — i) -♦- C , 

J /x« — l 

et rintégpale générale, pour les valeurs de x non comprises entre —1 et 
-♦- 1, prend la forme 

y = |/x« — 1 [C 4- al.(x-+- ^/x« — -1)]. 

4° Lorsque, pour intégrer plus facilement une équation différentielle, 
on la multiplie ou divise par une fonction des variables, il faut prendre 
garde que l'on peut de cette manière introduire ou supprimer des solu- 
tions dans réquation^ comme nous l'avons observé à pi*opos de Téquatioa 
homogène. Ainsi Téquation du n"" 227 

XiYirfx-+-X,Y8rfy = 

est satisfaite par Thypothèsc Yi=0, car les valeurs constantes de y que 
fournit cette équation donnent dy=^0. En divisant l'équation proposée 
par XjYi pour séparer les variables, on fait abstraction de cette hypothèse: 
on néglige donc des intégrales qui peuvent être, ou particulières, ou sin- 
gulières. Il y a même des cas ou l'hypothèse X2 = 0, qui donne x constant 
et c/x=0 et vérifie conséquemment l'équation donnée, ne doit pas être 
négligée : elle correspond géométriquement à des droites parallèles à l'axe 
des y, et ces droites peuvent répondre à la question géométrique qui a 
donné lieu h l'équation différentielle. 

Exercices. 

Vérifier si les équations suivantes satisfont à la condition Prfa? -h Qdy = dF (x,y), et 
les intégrer : 

xdx-^ydy ydx — xdy « ,» w^^ % /l 1 5v 

t. -^ ^ - -^^ r^=0. R. y=xcoi{C — Vl'*-x^-i-y^). 

R. a?H-l/x»-Hy* = C, ou y* = C* — 2Ca;. 
S. (j^-t-Sa-y^jt/œ-f (y« + 3£c«y)rfy = 0. R. a5*H-6xV-+-y* = C» 



-*--^-— ^ 
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Intégrer, par la séparation des variables, les équations 

». (a«4-y»)rfa;— 2a;l/tfa7— o«rfy=0. K. y—V^ax — a*=C{a*-^yyax — a*), 

i I r^ 

•. (l-f-»«)y»(ix-t-(l-y*)a3rfy=0. R. -L^- -, =21.-^. 

a?» y» y 



». (l-+-y*)rfaj-(y+V/T-ry«)(l + a;«)«(/y = 0. 



9. sec*a?t^yd«-hsec*y tga;dy = 0. R. tg«tgy = C. 

m. yi.ydx — dy = 0. R. l.y = Cc*. 

Intégcer les équations homogènes 

. «rfy — yrfoî — rfal/a«-f-y*=0. R. a;«=C«-f-2Cy. 



«f. (a;-t-y)daî-t-(y — a?)dy=0. R. arctg - = 1. C V/âc*Ty*. 

X 



«». (8y4-10»)da; 4- (ÎJy-* 7ar)dy=0. R. (jr-+-y)»(y + 2a;)» = C. 

y •'^" 

fla. fa? — ycos- ](ia;-4- a?cos-dy=0. R. xe * =C. 



1. fx-ycosl\ 



14. xdx •\- y dy =1 my dx\ trois cas à distinguer : 

a= s î 



2 



m* = 4, R. Ca? = ey=ï=\ 



m" < 4, R. — ^:— —^ arc te = 1. - • 

Intégrer les équations linéaires suivantes : 
«». tL -I- ay = fe"«x R. y==Ce-«'-+- 

«•. -p-*-y=a?*. R. y = Ctr'-+-ac" — nx»-» -H n(n — !)«»»-« — 



gW« 
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M%. (l+j!«)^-«-y=aictgx. R. y^Ce-""*' -t-aTCtgx — i 

Intégrer les cquutions 
!•. {i^x')^^Tij = axy*, R. •/ (a + Cl/T^^») -t-l =0. 

-^ H- 2.ry = 2auc»y». U. y« [Ce»'' — « ( t -+- 2.r»)] -+-2=0. 



CHAPITRE XXXIX. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE QUI NE SONT 

PAS DU PREMIER DEGRÉ. 

334. Considérons maintenant les équations du premier ordre non réso- 
lues par rapport à la dérivée qu'elles renferment. Si la dérivée n'y entre 
qu'à des puissances entières et positives, Féquation sera de la forme 

(') (I)" ■" ^' (I)"" - — 9-. I - T- = , 

cpi, cpa vî 9n étant, en général, des fonctions des variables x et y. Résol- 
vant celle équation par rapport à la dérivée, on en tirera 7i valeurs de 
dy 

et réquation (1), mise sous la forme 

[|-''<-..)][|-M..)]-[|-'.(x„.] = o, 

admettra évidemment comme solutions toutes celles des équations (2), et 
n'en admettra aucune autre. Les équations (2), appartenant au type étudié 
précédemment, s'intégreront comme il a été dit, et auront respectivement 
pour intégrales générales 

Fi(jr,2/,C,) = 0, F,(.r,y, C.) = 0,..., F» (x, y, Cn) = 0, 



Cl, Ca,."» ^'1 clant des constantes arbitraires. L'équation 

(5) F, (x, y, Ci) . F.(r, y, C.) ••• F„{x, y, Cn) = 0, 

qui renferme toutes les précédentes, renfermera donc toutes les intégrales 
particulières de l'équation (1), et sera l'intégrale générale de celle-ci. On 
peut remplacer par une même constante C les n constantes arbitraires Ci , 
Ca,... qui y entrent, sans diminuer la généralité de l'intégrale, car on ne 
peut satisfaire à celte équation qu'en égalant à zéro les divers facteurs Fi , 
Fs,... du premier membre, et il est clair que les équations 

Fi(x,y,Ci) = 0, F.(x,y,C.) = 0,... 

donneront exactement les mêmes solutions, soit que Ton représente par 
une même lettre les constantes qui y figurent, soit qu'on les représente par 
des lettres différentes. L'intégrale générale de l'équation (1) sera donc 

F,(ar, y, C) • F.(x, y, C)...F„(x, y, C) = 0. 

Ainsi réquation différentielle 



\dxj 



ax = 




donne les deux suivantes : 

dy / — du 

-^ = 1/ aXy -7- = — ]/ ax. 

ax ^ dx ^ 

dont l'intégration se fait immédiatement. On a respectivement 

2 /- ^ 2 /- ^ 

y = 3|/«ac'-+-C, y = — - j/ax* -f- C, 

et l'intégrale générale de l'équation proposée est 

(3y — 2x ]/ax — C) (3y h- 2x |/âx — C) = , 

ou, plus simplement, 

(3y — C)2 — 4ax' = 0. 

3S5. Lorsque l'équation différentielle ne renferme qu'une des varia- 
bles, et est plus facile à résoudre par rapport à celte variable que par 
rapport à la dérivée, on opère comme il suit. Posons 

dx 
et supposons l'équation donnée mise sous la forme 

x = f(p). 



— m — 

Nous aurons 

dx = r (/)) dp, d\j = pdx = p r (p) dp, y=fpV (p) dp -♦- C, 

et la valeur de y en fonelign dcp sera connue par cette quadrature. Elimi- 
nant p entre celte équation et Téquation x = ï{p), on aura l'intégrale 
générale avec une constante arbitraire. Ainsi, Téquation 



y dx^ " dx 
donnera 

dx «^^, 
d'où 

V -4- c. 


ap 


. apdp 

(1 H- py 


l/i H- P* j/i -+- P* 

et par suite, p étant éliminé, l'intégrale générale sera 

a;«-f- (y — C)* — a«. 

Si l'on avait, au contraire, 

y — ^ iPh 
on en tirerait 

p p 



et l'on opérerait comme ci-dessus. 

S36. Si l'équation différentielle est homogène par rapport à a: et à y, 
on en déduit, en la divisant par une puissance convenable de x, une équa- 
tion entre le rapport w de y à x, et la dérivée p de y par rapport à x. Soit 

p = f{ii) 

cette équation. On a d'autre part, à cause de y = ux, 

dy=pdx=ixdu -^ udx, 
d'où l'on tire 

dx du du 

X p — u f (m) — u 
Cette équation, dans laquelle les variables sont séparées, donnera 



1. X + C 



$du 
i («) - «' 
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vt, en remplaçant u par sa valeur y : x après rintégratîon, on obtiendra 
rintcgrale générale de l'équation proposée. Par exemple, de l'équation 

on tirera 

p = udtz [/\ -+■ M*, p — M = ifc |/i -+- w*, 
et l'équation différentielle entre x et m sera 



— = dr 



^ j/TTw* 



Intégrant, on trouvera 



1. X rp 1. (m 4- j/l -+- w') = 1. C, 
équation qui se décompose en deux autres : 

1. a; (ti -+- j/i -+- M*) = 1. C, ou y -{- |/x' -h y' = C, 



et 



X . X* 



1. =1. =l.(|/T«.*-y» — y)=L C, 

U -H (/ 1 4- w* y -¥■ [/ X* -H y* 



ou 



j/x»-^y«— y = C= — Cl. 
L'intégrale générale sera donc 

(/x« -+- 1/« + 3/ - C) (|/x« -♦- y* - y -+- C) == 0, 

ou enfin 

X* 4- SCy — C*=0. 

337. Un procédé qui réussit dans l'intégration des équations d'une forme 

particulière, consiste à différenticr l'équation proposée, de manière à en 

éliminer l'une des variables x, y, et h former entre p et l'autre variable 

une équation du premier ordre que l'on saelie intégrer. Considérons 

l'équation 

y = xf(p) -t- cpfp), 

f et (p désignant des fonctions données de la dérivée p. Différentiant 
J'équation et remplaçant dy par pdx^ on a 

p = f (p) + [X f ' (p) + 9' (p)] '^ . 



ou bien 
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dx r(p) ^ 9-(/>) ^^ 



(//) p — Hp) p — Hp) 

Cette équation Iiné«iire du premier ordre entre x et p s'intégrera par la 
méthode connue, et l'élimination de p entre son intégrale et Téquation 
proposée donnera l'intégrale générale entre a:, y, C. 

S3§. L'équalion de Clairaut est un cas particulier de la précédente : 

y = a:/)4-9(/)). 
Elle donne, par différenliation, celle-ci 

qui se décompose en deux autres. La première 

dp . 

--Î- =0 donne P = C, 

dx 

et en substituant cette valeur de /) dans l'équation difîérentielle, on a l'in- 
tégrale générale 

y = Cx -+- cp (C), 

qui représente un système de lignes droites. 

La seconde 

X H- (p'(/)) = 

fournira au contraire une valeur de p dépendante de x, sans constante 
arbitraire, que l'on devra reporter dans l'équation différentielle. Cette 
nouvelle intégrale ne peut d'ailleurs être qu'une solution singulière, puis- 
que l'intégrale générale, donnant pour p une valeur constante, ne saurait 
s'accorder avec celle-ci dans laqucllep est une fonction dex. On remarquera 
que cette conclusion s'accorde avec la théorie exposée au n° 324, car, 
pour former la fonction ^ (x,y) qui exprime la dérivée partielle en y dep, 
il faut différenticr partiellement par rapport à y l'équation proposée, ce 
qui donne 



d'où 



i = [x 4- cp' ip)] |, 



J^ = ^{x,y) = 



dy ^' ^' 3P-4-(p'(p) 

et l'on voit que l'équation x -h cp' (p) = rend infinie la fonction vp. 
On observera aussi que l'élimination de p entre l'équation de Clairaut 
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et l'équation x + (p'(p)=^0 conduit au même résultat que Télimination 
de C entre les équations 

y = Cx -♦- Cp (C), = X H- cp' (C), 

qui fournit Téquation de Fenveloppe des droites représentées par l'inté- 
grale générale. Cela s'accorde encore avec les principes établis relativement 
aux solutions singulières. 



Exercices. 



Intégrer les équations suivantes : 



i. (Ù.) -4^^3 = 0. R. (y-C)»-3a?(y~C)-f-2x* = 0. 
,. £?!!=i_l. R. (y-C)«-(arcsinV/ÏH-l/aî — ««)« = 0. 

I. ^_aîH-l=0. R. (4y-C)» = 27(aî-l)*. 

R. (3y-aj»- C) (y« — Ce*') (a^- Cy 4- 1) = 0. 

R. [(y-C)*- «•] (y — Cx) (a^- C) = o. 

I. -^_ H- -i -4- 1 = «. OU Oî = 1 -i- p 4- p'. 

oar CIO/ 



On trouve 



2(y-C)=p«M4-|pM 



'• 5i-*-\A^=^- ^- 2(y-C) = e«4.e-'. 

\. œ=:e^-^e **. R. a;=e * -f-e * 

, /'gy^2/gy=y. R. «=2p4-3p«4.c. 



85 



a*. x+ 
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R. 2y=:p6l/i-+-p« — op' — 61.(p-l-V/l-4-p»)-4-C. 



R. y-k- V/y* -♦- nap* = Ca; 



'=*=/y 



14 



flS. y=aî^ + ^-^. R. y = C(x-f-l-C). 

Solution singulière : iiy = (a;-4- J)*. 

. y = a5^-+-\/a« — 6«lî^. R. y = Ca-H- l/«* - ^*C«. 

cte V dx* 

o (aj« — 6«) 
Sol. sing. : y= » 

ô|/a;*-f.6« 
**• Aa;y^H-(a;«-Ay*-B)^-.aîy = 0. 
R. Posant a;*=:M, y* = t;, dv=:pdu, on aura 



t; = lip — 



1-+-Ap 
L'intégrale générale de l'équation proposée sera 

BG 



y« — Cx* = — 



1-t-AC 



y=ir^^-ê«/ ^- (^=F^''^i^^^') 



«•• y = 7( ««-4--A V R. (aJzcl/4v-!/»)c'=*=»^^-*»=C. 
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CHAPITRE XL. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DES ORDRES SUPÉRIEURS. 

§ 1. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES. 

SS9. L'intégration des équations difTcrenticlles d'un ordre supérieur 
au premier s'appuie sur quelques principes généraux, analogues à ceux 
qui régissent les équations du premier ordre. Soit d'abord une équation 
du second ordre entre x et y, résolue par rapport à la dérivée seconde, 



<■) s = ' (- '• I) 



On peut lui substituer un système de deux équations du premier ordre, 
en représentant par z la dérivée première de y, car il est clair que l'équa- 
tion (1) sera remplacée par les deux suivantes : 

dx 

^ = f(x,y,^), 

et son intégration sera ramenée à l'intégration du système (2). 
Considérons, au lieu du système (2), le système plus général 

g = <p(ï,y,z), 

par lequel deux fonctions y et z de a: se trouveraient définies, et procédons 
comme au chapitre XXXVII. Considérons x comme l'abscisse, y et z 
comme les ordonnées correspondantes de deux courbes, qui doivent 
vérifier les équations (5). Pour une valeur Xo de x, donnons k y et z des 
valeurs arbitraires t/o et z©; concevons que a: passe de la valeur Xo k une 
valeur quelconque x par une suite d'accroissements infiniment petits 
Ao, Aij As,.-*» ftn_i, et calculons simultanément les accroissements cor- 
respondants de y et de z, k partir des valeurs yo et Zo , au moyen des 
équations 



— 420 - 

Nous déicrmincrons ainsi successivement toutes les valeurs de y et dez 
qui irpondonl aux Vîiliitrs successives de jr, cl nous obtiendrons deux 
séries de points bien déterminés 

Mo (a-o, yo), M, (x,, y,),..., M^-i (xh_i, yn_i), M (j, y); 
No (xq, Zo), Ni (xi, Zi),,..^ Nh_i (xh_i, ^«-i), N (x, z). 

Joignant deux à deux les points d'une même série, nous formerons deux 
polygones MoM|...Mn_iM, NoNi...N«__iN, qui auront leurs côtés inflniment 
petits, et dans lesquels le cocfTicicnl angulaire d'un côté quelconque sera 
déterminé par les équations (4). Lorsqu'cnsuite les éléments Ai, As,..., hn-i 
de Taxe des x tendront vers zéro, leur nombre n croissant indéOniment, 
ces deux polygones tendront respectivement à se confondre avec deux 
courbes déterminées, et comme les directions des côtés de ces polygones 
ont pour limites celles des tangentes aux deux courbes limites, il s'en suit 
que les coeflicicnts angulaires de celles-ci vérifieront les équations (5) : en 
d'autres termes, les ordonnées y ci z des courbes, limites des polygones, 
satisferont au système d'équations différentielles (3). La démonstration 
complète de celte proposition, semblable à celle que nous avons donnée 
dans le cas d'une équation du premier ordre entre x et y, est seulement 
un peu plus compliquée : nous ne la développerons pas ici. Elle suppose 
d'ailleurs, comme la première, que les fonctions cp, f, ainsi que leurs 
dérivées partielles en x, y, z, soient continues et à détermination simple 
dans le voisinage du système de valeurs Xo, jo, Zq. 

340. Appliquons ce qui précède au système d'équations (2), cas par- 
ticulier du système (5). Puisque l'élimination de z entre ces deux équations 
nous ramène à l'équation proposée 



«) S='('.».g> 



nous en concluons que l'une des deux courbes-limites qui vérifient les 
équations (2), savoir, celle dont y représente l'ordonnée, satisfait à la 
condition exprimée par l'équation (1). Celle-ci admet donc une intégrale. 
De plus, pour une valeur donnée Xo de x, nous avons choisi arbitraire- 
ment les valeurs correspondantes de y et de z, savoir, yo et z© : l'intégrale 
n'est donc déterminée que lorsqu'on fixe les valeurs de ces quantités, et elle 
doit renfermer conséquemment, pour avoir la généralité convenable, deux 
constantes arbitraires C et C, à l'aide desquelles on puisse^ x étant donnée 



faire prendre à y cf à sa dérivée - des valeurs choisies à volonté. Géonie- 

dx 

triqucment, on peut faire passer la eouibe par un point donné et lui faire 

touehcr en ee point une droite donnée. CVst la ee qu'on nomme Vintégrale 

générale de Téquation (1). Récipioqut ment, si l'on tiouve une iutéjçrale 

de réquation (1), renftrmanl deux eonstantes C et C qui remplissent la 

condition ei-dessus, on fera voir eomme au n° 524 que eetle intégrale 

peut coïncider successivement avec toutes les intégrales particulières de 

réquation, et qu'elle en est l'intégrale générale. 

S41. Ces raisonnements s'étendent à des équations différentielles 
d'ordre quelconque. Une équation du troisième ordre, mise sous la forme 

équivaut à trois équations du premier ordre 

dy dz du ^, , 

dont les intégrales se détermineraient par une construction semblable à 
celle que nous avons donnée plus haut. On en conclut qu'il existe une fonc- 
tion y de X, satisfaisant à l'équation du troisième ordre, renfermant trois 
constantes arbitraires C, C, C'qui permettent de se donner à volonté les 
\aleursde y, D*y, D'^r/ correspondant à une valeur donnée de x, et cette 
fonction de x, C, C, C" est l'intégrale générale ou complète. 
En général, une équation de l'ordre n^ 



d"y ^/ dy d''-*y\ 



admettra une intégrale générale avec n constantes arbitraires, irréduc- 
tibles à un nombre moindre, et permettant de se donner h volonté, pour 
une valeur donnée de x, les valeurs de y et de ses n — 1 premières déri- 
vées. Si une intégrale, quelle que soit la méthode qui l'a fournie, satisfait 
h cette dernière condition, elle sera l'intégrale générale. 

Cela n'exclut pas d'ailleurs rexistcncc de certaines intégrales, non com- 
prises dans l'intégrale générale, et que l'on nomme des solutions sitigu- 
Itères de l'équation différentielle. La théorie de ces solutions singulières 
repose sur des principes analogues à ceux que nous avons exposés au 
n" 324 : nous ne nous y arrêterons pas. 
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§ 2. ÉQtATIONS LINÉAIRES. 

S49. On dit qu*une équation différentielle de Tordre n est linéaire, 
lorsque la fonction et ses n premières dérivées n'y entrent qu'au premier 
degré et ne se multiplient pas entr'cllcs. La forme d'une telle équation 
est celle-ci : 

Xf, Xtv9 ^«9 X étant des fonctions explicites de x. Si X se réduit à zéro, 
l'équation devient 

c'est ce que l'on nomme une équation sans second membre : l'équation (i) 
est une équation linéaire avec second membre. Nous nous occuperons 
d'abord de l'équation (â). 

84S. Propriétés de l'équation sans second membre, I. Une intégrale 
quelconque yi de l'équation (2), étant multipliée par une constante arbi- 
traire Cl, donne une nouvelle intégrale dj^i de cette équation. 

Car si l'on fait y ==Ciyi dans le premier membre de l'équation (2), on 
obtient le même résultat que si l'on faisait t/ = yi, et que l'on multipliât 
tous les termes par Ci : yi étant une intégrale, ce résultat est nul. 

II. La somme yi-^y* de deux intégrales de l'équation (2), est une 
nouvelle intégrale de cette équation. 

En effet, on a en général 



dx^ dx* dx* 



9 



de sorte que si l'on fait y =yi 4- yi dans le premier membre de l'équa- 
tion (2), on aura la somme des résultats obtenus en y remplaçant succes- 
sivement y par yi et par t/99 résultats nuls puisque y^ et y^ sont des 
intégrales de l'équation (2). 

On conclut immédiatement de là que si yi, yt, ys sont des intégrales de 
l'équation (2), leur somme yi -♦- yt -4- J/s sera encore une intégrale; et, en 
général, que la somme d'un nombre quelconque d'intégrales de l'équation 
sans second membre constitue une^integrale nouvelle. 
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III. De là rësiiltc une propriété très-remarquable de Tëquation (2). 
Supposons que Ton sache trouver n intégrales particulières distinctes, 
yi9y*y»9yn9 de cette équation : en les multipliant respectivement par 
des constantes arbitraires Gi, Cs,.**» C», on aura encore des solutions de 
réquation différentielle, d'après ce qui précède (I), et la somme de ces 
n intégrales^ satisfaisant encore h l'équation différentielle et renfermant 
n constantes arbitraires, en sera l'intégrale générale. On aura donc, pour 
rintégrale générale de l'équation sans second membre^ 

(3) y = Ciyi-*- Cat/i H nC^y», 

yi9 y»»*** yn étant des solutions de cette équation, de sorte que la recherche 
de l'intégrale générale est ramenée à celle de n intégrales particulières. 
Ces n intégrales yi, ys,.-*9 t/n doivent toutefois satisfaire à une condition, 
pour que la formule (5) donne l'intégrale générale : c'est que l'on puisse 
déterminer les n constantes Ci, Cs,..., Cn de manière à ce que y et ses 
n — i premières dérivées reçoivent les valeurs arbitraires, pour une valeur 
donnée de x (541). Pour cela, il faut et il suffit que ces n intégrales ne 
soient liées entr'elles par aucune relation de la forme 

(4) «ly 1 -H «af/j -♦-..:-♦- OLnyn = 0, 

ai, «sv» ^« étant des constantes déterminées. En effet, si l'on différentie 
n — 1 fois l'équation (5) pour former D^y, D',y,..., D'*"*,y, et si l'on 
exprime la condition pour que les n équations ainsi obtenues fournissent 
des valeurs finies et déterminées de Ci, Cs,.**» ^n? quelques valeurs qu'on 
attribue à x, y, D,y,..., D'-'^y, on verra aussitôt que c'est là la condition 
nécessaire et suffisante pour que l'on ne puisse satisfaire à l'équation (4) 
et à ses n — i premières dérivées par rapport à x, pour une valeur quel- 
conque de X, que par le système de valeurs des coeflicients 

ai = 0, ^8 = 0,..., a» ==0(0. 

844. — IV. On peut d'ailleurs s'assurer que l'équation (2) admet 
toujours n intégrales particulières remplissant la condition qui vient d'être 
énoncée, et propres, par conséquent, à former l'intégrale générale au 
moyen de la formule (5). En effet, supposons que l'équation (2) n'admette 
queifc intégrales particulières ne vérifiant aucune équation de la forme (4), 
fc étant < n. Soient yi, ys,..., yk ces intégrales : toute autre intégrale 



(i) Voir, pour plus de dcvcloppements, les Bulletins de l'Académie de Belgique, 
£-« série, T. XI. 
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particulière y sera donc liëc aux précédentes par une équation delà forme 

ai, Al,.**) oLii étant des coefficients convenablement choisis; ce qui revient 
& dire que le second membre de cette équation est l'intégrale générale de 
réquation (2), si Ton y considère ai, as,..., a» comme des constantes 
arbitraires. Cette intégrale générale ne renfermerait donc que k constantes 
arbitraires, ce qui est impossible. 

Il suit évidemment de là que l'intégrale générale de Téquation (2) est 
toujours de la forme 

(3) y = Ciyi -f- Cay» h 1- Cy,,, 

et en outre, que Féquation (2) n'admet aucune solution singulière, puisque 
s'il en existait une, rien ne s'opposerait à ce que l'on choisît cette solution 
pour la fonction yi, dans la formule (5), en complétant l'intégrale générale 
par» — \ intégrales particulières ytv««5y*« L'hypothèse Ci=4, C«=0,..., 
C» = ferait rentrer la solution singulière dans l'intégrale générale. 

Propriétés de l'éqaation linéaire ayec second membre. 

845. — I. Si ton connaît Vintégrale générale (5) de l'équation sans 
second membre, on en déduira l'intégrale générale de l'équation avec second 
membre par n quadratures. 

Soit 

(3) y = Ciyi -4- Ciyt h 1- Cny* 

l'intégrale de l'équation (2). On peut évidemment admettre que cette expres- 
sion représente également l'intégrale générale de l'équation (i), pourvu 
que l'on remplace les n constantes Ci,..., C» par des fonctions de x conve- 
nablement choisies. Et comme nous avons ainsi n fonctions indéterminées 
Cl, Ci,..., Cn à notre disposition, nous pourrons même les assujettir à 
satisfaire à n — 1 conditions données arbitrairement, la «™" étant la con- 
dition que y soit l'intégrale de l'équation (i). Nous pouvons, par exemple, 
exiger que les n — 1 premières dérivées de y conservent la même forme, 
dans l'hypothèse où Ci,..., C, sont variables, que si ces quantités restaient 
constantes. Nous aurons ainsi n — 1 équations; la dérivée w"« de y devra 
vérifier l'équation (1), ce qui donnera la n™® équation achevant de déter- 
miner les fonctions Ci, Câ,..., C». 

Différcntions n fois, dans ces conditions, la valeur de y donnée par 
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rëquation (5) ; nous aurons 

dx dx 

«Py =:C ^* 
dx* dx* 



C. 



C, 



rfy» 
dx 

d^ 
dx* 



dx 



Cn -:^ — ^ 






d.-ly d,-.y, 



d-y 
dx' 



= C. 



= C, 



rfar"-* 



C, 



d"-\»/, 



dx"-' 



d"~'y. 

dx"-* ' 



C, 



à'Vi 



d'y. 



dx" dx" dx." 

d"-'y, dCi d"-'y, dC, 
dx"-' dx dx"-' dx 



d"-'y, dC„ 

■ ■ ■ ■ ■ ^1^»^^ ■ 

rfx"~* dx 



Substituons ces valeurs de y et de ses dérivées dans Féquation avee 
second membre : le coefficient de Ci, après cette substitution, sera 

dyi 



dx* dx""* 



• ■+■ Xfi_i 



dx 



Xnyï, 



et se réduira identiquement à zéro, puisque ^i est une intégrale de Téqua- 
tien (2). Il en sera de même des cocfTicients de Gs,.**» Cn, et, par suite, 
l'équation se réduira à 

d«-*yidCi d"-*y, de, d^-^yndCn „ 



dx*»~* dx dx"""* dx 



dx""* dx 



Joignons à cette équation, qui exprime que Féquation (5) est l'intégrale 
de réquation (1), les n — 1 équations résultant de la conservation des 
formes des n — 1 premières dérivées. Nous aurons le système 



yi 



dCi 
dx 



y« 



dCi 
dx 



dC, ^ 
y"d^=^' 



dy^ dCi 
dx dx 



dt/a dCs 
dx dx 



dyndCn 

dx dx ' 



(S) 



\ 



d"-*vi de, d"-*i/i dC, 

dx"~* dx dx"~* dx 

d"-*yi dCi d"-*y2 dCa 

dx"~' dx dx""* dx 



d"--«yn dCn 
dx""* dx 

d"-*t/n dC 



dji"~* dx 



= 0, 



= X. 
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Ces n équations étant du premier degré par rapport aux dérivées de Ci, 
Ci,... Cn, on cil tirera sans didieulté les valeurs de ces dérivées, en fonc- 
tion explicite de la variable x, et Ton aura 

d'où, par de simples quadratures, 

Ci = Hi -+-/(pi(a;)dx, C2=Ha-+-/(pa(j)djF,..., Cn = Hn-t-y(pn(a:)djr, 

Hi, Hs,..., H„ étant des constantes arbitraires. Les fonctions Ci, Ct,..., Cn 
étant déterminées, on les reportera dans la formule (3), et l'on aura l'inté- 
grale générale de Téquation (4), avec n constantes arbitraires : 

y=yi[HiH-/(p,(r)f/.r]H-2/s[!Is-i-/(pa(.c)(/x]-4-...4-yn[H„-H/<pn(ap)dr]. 

Bemarque, — La résolution des équations (5) donnera toujours pour 
rfCi, rfCi,..., dCn des valeurs finies et déterminées, car la condition pour 
qu'il en soit ainsi est précisément la même qui exprime que l'on peut 
disposer des constantes Ci, Ca,..., C», dans l'équation (3), de manière à 
attribuer à y, Dxt/,..., D^-^y, des valeurs arbitrairement choisies, c'est-à- 
dire que Cji/i -+- Cays -*-••-*- C»y» est vraiment l'intégrale générale de 
l'équation sans second membre : ce que nous avons effectivement admis. 

La méthode que nous avons suivie pour tirer, de l'intégrale générale de 
l'équation (2), celle de l'équation (I), s'appelle la méthode de la variation 
des constantes arbitraires. 

S46. — n. Si l'on connaît une intégrale particulière Y de l'équation 
avec second membre, on formera son intégrale générale en ajoutant à cette 
fonction Y, l'intégrale générale de l'équation sans second membre. 

En effet, on peut toujours désigner par Y-+-jz l'intégrale gcnéraie de 
l'équation (I), sauf à déterminer convenablement z. Or, si Ton remplace 
y par Y-i-z dans l'équation (I), on aura 

/d-Y 

et cette équation se réduit évidemment, Y étant supposé satisfaire à l'équa- 
tion (1), à celle-ci : 
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I ^ui doit déterminer z. Or, celle-ci n*est autre que Tcquation (2), ou Ton 
femplacerait y par z : la fonction cherchée z, qui, ajoutée à Y, donnerait 
riotégrale de Féquation (1), est donc précisément Tintégrale générale de 
l'équation (2). 

La connaissance d'une intégrale particulière de Féquation avec second 
membre ramène donc la recherche de son intégrale générale à celle de 
rintégrale de Féquation sans second membre. 

34T. — III. Si l'on connaît une intégrale particulière yi de Féquation 
SBDs second membre, on peut abaisser d'une unité l'ordre de l'équation 
avec ou sans second membre, sans qu'elle cesse d'être linéaire. 

Soit y=yiz Fintégrale générale de l'équation (i). Nous aurons par 
différentiation 

dy _ dy, dz d^y d«y, dz dy^ dH 

dx dx "* dx dx* ox' dx dx dx* 

rf"v d*!/« dz d"~*t/« d*z 

--i = jj --i- -k-n -r- j — ^ H -HVi -1 — 

ax* ax* dx ax"~* ax* 

Substituant ces valeurs de y et de ses dérivées dans le premier membre 
de Féquation (i), on verra immédiatement que la somme des termes affectés 
du facteur z se réduit à zéro, parce que yi est, par hypothèse, une fonc- 
tion qui satisfait à Féquation sans second membre. L'équation (1) se réduira 
donc à la forme 

d»z ^d'^^z ^dz ^ 

Vl-T h P T — 7 H h S j- =X, 

^ dx* dx*-* dx 

P,..., S étant des fonctions connues de x. Posant 

-— ==t*, ou z = C -^ f udx^ 

CLX 

et divisant toute Féquation par yi, on aura en u une équation linéaire de 
l'ordre n — I. La valeur de z se déduirait ensuite de celle de u par une 
simple quadrature, et l'on aurait enfin 

y = Cyi-«-yi/tidx. 

§ 3. ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

848. Lorsque les coefficients Xi, Xs,..., Xn de l'équation linéaire se 
réduisent à des constantes ai, as,..., any on forme facilement Fintégrale 



générale de coltc équation. Considérons d'abord Téquation sans second X> jd 
membre 

^"y d"-h/ du 

et chcrclions à y satisfaire par une expression de la forme y=e'''i r étante M~m.n{ 
une constaïile. Substituant cette valeur de y dans le premier membre dcL> Jtjdc 
réquation (i), et observant que 

rf"e* 



—1- = r''e'''. 



nous trouverons 



/«v d\e''' rf^-'.e''' d.e^' 

(2) -—. h a. — — T- H -^ Qn-i —7 — -+- a„c''' = e'^'f r), 

en posant, pour abréger, 

(3) f (r) = r* 4- ttjr*"* h -+- On-ir ■+- a». 

Donc, pour que Téquation (1) soit satisfaite, il faut et il suflGl que ({rj'^^ ^0 
soit nul, c'est-à-dire que r soit une des racines de Téquation 

Celte équation de degré n, qu'on appelle Véquaiion auxiliaire, adme*-?:^ ^iH 
n racines que nous désignerons par r©, rj, Ta,..., r», et que nous su ppose--^^ se- 
rons d'abord réelles et inégales. Nous aurons donc n intégrales particu- 
lières de l'équation (1), savoir 

y^ = e'^^% ys = C'-i',..., y„ = e'--», 

et ces intégrales satisferont à la condition exposée plus haut (343), c'est-à -; 
dire qu'elles ne seront liées entr'elles par aucune relation de la forme 

«le*"!* H- a^C^' -H ••• -♦- a„e*""' = 0, 

X étant quelconque. En effet, si Ton différentie n — 1 fois celte équatioi 
et si l'on pose a,e''' = i/,-, on trouve le système 

rjMi -+- rai/j -+-••.-♦- rnt/n = 0, 



qui devrait être vérifié quel que soit x si l'équation supposée avait lieu. 



Or, on sait(0 qu'un tel système d'équations ne peut être satisfait, les quan- 
tités Ti, Ti,..., Vn étant inégales, que par les valeurs t/i = 0, 1/^:^0,..., 
«n = 0, et par suite, ai=r(), «2 = 0,..., a^ = 0. 

D'après cela, l'intégrale générale de l'équation (!) sera donnée parla 
la formule 

(4) t/ = C,e'-«' -h Cae'-i' -*-••.-!- Cne*"-', 

Cl, Gs,..., G„ étant les constantes arbitraires. 

849. Si l'équation auxiliaire admettait des racines imaginaires, ce qui 
précède subsisterait; car, soit ri une telle racine, l'expression e*'»' conti- 
nuera de satisfaire à l'équation différentielle. 11 suffit, pour s'en assurer, 
d'observer que la seule propriété de cette fonction sur laquelle nous nous 
sommes appuyés, savoir 

D;re'"»' = rie*"»', 

subsiste' lorsque n est imaginaire (2). Mais, pour obtenir l'intégrale générale 
sous forme réelle, on remarquera que les racines imaginaires de Péquation 
auxiliaire sont conjuguées deux a deux, en sorte que si l'on a 

Ti = a -+- P [/ — i, on aura r% =,a — (3 ^ — 1, 
et par suite 

= c"' [Ci (cos (3x -f- y — 1 sin [Sx) h- Ca (cos {3x — [/ — 1 sin j3x)] 

= e"* (A cos j3x -t- B sin j3x), 

en posant Ci -4- Ct = A, (Ci — Ca) [/ — \ = B, et regardant A et B comme 
des constantes arbitraires réelles. Ainsi, chaque couple de racines imagi- 
naires ad=P|/-—1 de l'équation f(r)=0, donnera l'intégrale particulière 
réelle 

e*' (A cos ÇfX -k- B sin (îx), 

renfermant deux constantes arbitraires, et remplaçant conséquemment 
dans l'équation (4) deux intégrales particulières déduites de racines réelles. 



(1) Voir VAlgèbre de M. Bertrand, T. II, p. 338. 

(2) On a, en effet, diaprés la définition de la fonction e* quand z est imaginaire (97), 



d •fi'"' e''('+ ^*) — e* e*" A« — \ 

— ; — = lim =r lim c*"* = lim c*"' 

(to Lx Ax 
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850. Supposons que Tcquation auxiliaire ait des racines égales, et soit, 
par exemple, ri = ri. Le raisonnement par lequel nous avons prouvé que 
la formule (4) donne Tintégrale générale ne subsiste plus; du reste, cette 
formule devient 

y = (Ci -♦- C») e^• -♦- C»' H h Cne*"-', 

et y, ne renfermant plus que n — 1 constantes arbitraires, ne peut être l'in- 
tëgralc générale. Mais nous trouverons une nouvelle intégrale particulière, 
propre à remplacer celle qui a disparu, en observant que l'équation (2) a 
lieu quelle que soit la valeur de r, et que, si Ton dérive ses deux membres 
par rapport à r, on aura une nouvelle identité. Intervertissant Tordre des 
différentiations dans le premier membre, et remarquant que Dr6'^'=xe*^, 
on aura 

rf^.xe" rf'»"*.xe''' d.xe''' ^, . .,, , 

— ; H ai — ; — H««'-t-an-i — ; \- Qn xe*''=a:e*''f (r) 4-e*''f (r). 

c/jc" rfx"-* dx \ f \ i 

Mais puisque, par hypothèse, ri est une racine double de réquatîoo 
f(r)=0, on a 

f(ri) = 0, f(ri) = 0; 

donc, le premier membre s'annule pour r=ri, donc y = xe^^' est une 
intégrale de l'équation proposée. La racine double n correspond donc à 

une intégrale 

Clé»*" -4- Cxe»"'' = (Cl -+- dx) e*"" 

de l'équation (i), et l'intégrale générale sera, avec n constantes arbitraires, 

y == (Cl -♦- Cax) e»-" -+- C^e"^ h h CnC-'. 

On verrait, de même, que si nest une racine triple de l'équation f(r)=0, 

ou si r5=ri=ri, y=x'e'''' sera une intégrale de l'équation (4), à cause 

des équations 

f(n) = 0, r(ri) = 0, r(ri) = 0, 

et l'intégrale particulière 

y = (Cl -f- CsX -+- CsX») e»-'' 

remplacera les intégrales correspondantes aux racines ri, ri, rs dans 
l'équation (4). Et ainsi de suite. 

Cette méthode s'appliqunnt aux racines imaginaires multiples aussi bien 
qu'aux racines réelles, si Téquation auxiliaire admet, par exemple, les 

racines doubles conjuguées a=bj3j/ — i, les termes correspondants dans 
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rintëgrale gënéralc seront 

c*' [(Al -+- Aix) cos (3x -♦- (Bi -♦- Bax) sin j3x], 
Ai, As, El, Es ëtant des constantes arbitaires. 

861. Considérons maintenant Téquation linéaire avce second membre 

et examinons d'abord deux cas particuliers. 

1* Les coefficients ai, as,..., On sont nuls, et Téquation à intégrer est 

L'intégrale générale de l'équation sans second membre est évidemment 

y = Cl H- C«x -^ ... -i- CnX"-* ; 

on a une intégrale particulière Y do Téquation proposée en effectuant n 
intégrations successives sur la fonction X, sans introduire de constantes 
arbitraires. Ou aura donc 

y = Ci -+- CsX H h C„x»""* -\' f dx f dx,.. f\dx 

pour rintégrale générale cherchée. 

^ Si le second membre X de Téquation (6) se réduit à une constante a, 
il suffira de poser 

pour avoir en z une équation linéaire sans second membre. 

Revenant au cas général, appliquons la méthode de la variation des con- 
stantes. L^équation sans second membre aura pour intégrale générale, 
comme on sait, 

y=:Cie*"«' -4- CsCi' -^ ••• + Cne*""', 

n, Ts,..., r» étant les racines, réelles et inégales, de Téquation auxiliaire 
f (r) = 0. Le système d'équations (5) du n*» 345 devient ici, évidemment, 

en posant généralement -7-^ e''»' = m,, 

iii -4- t/s H h t/» = 0, 

riWi -♦- rsWs -+-•••-*- rnti» = , 



Tl^^'e/l -+- rs^^'l/s 4- ••• -H Vn^'^^Un^ 0, 

ri"~*Mi -H rs^-^Ms -♦-•••-♦- rn"~*Wn = X. 



Or, on sail(0 qu'un tel système d'équations donne pour Finconnue t/, lajs* Sa 
valeur 

X X 



u» = 



{ri — fi) •• (r. — r,_i) (r, — r,+i). • .(r, — r^) f (r.) 
d'où 

rfx f'(r,) ' 

d'où, en intégrant, et mettant en évidence la constante arbitraire H„ 

C, = H, -^ —- - fXe^i'dx. 

L'intégrale générale de l'équation (C) s'obtiendra donc en remplaçant C 
par celte valeur dans l'intégrale de l'équation sans second membre, 



sera 



y = i\r.]^X,^J^fXe-''d.'^ 



Il est bon d'observer que, dans certains cas, on détermine faeilemeo V .sr^Dt 
uncinlégrale particulière de réquation (G), et qu'il suffit alors d'appliquecHi-^r 
le tbéorèmc du n° 540, et d'ajouter cette intégrale à l'intégrale générale ^Ele 
de l'équation sans second membre, pour avoir celle de l'équation (6). 

Si l'équation auxiliaire présentait des racines imaginaires ou des racioe^^^ws 
égales, il faudrait appliquer la méthode de la variation des eonstantes^^ s, 
après avoir mis l'intégrale de l'équation sans second membre sous la form .jHr^ie 
qui convient à la nature des racines de l'équation f (r) = 0. 

Exercices. 

Equations à coefficients constants sans second membre : 

da;* dx* dx^ dxr dx 

R. y=:Cje**-he»*(Acos2aî4-Bsin2x)-*-c**(A,cosa;H-B, sin»). 

d*u 
S. ----^aV=0. R. y=:A cosax4-Bsin aaj. 

dx* 



(i) Bertrand, loc. cit. 



— 433 — 

4L. -^— oV=0. R. y=CiC««-^e « / A cos — | HBsin— |- 1- 

». ^ — 8^4-26— — -48--+- i5y = 0. 
rfac* (te* do?* d» 

R. y = (Cl -^ Cjoc) c»« -4- c* ( A cos 2aj -4- B sin 2a;). 
•• 3""S""S"*"^ = ^- "^ y = (C,+C,a?)e'^C5e-«. 

R. y=:C^é'^-h Cje-'^-h (A cos 2a?V/2 -^ B sin 2^1/2). 

«. ^r^ + 2n» — ^ -♦- n*y = 0. R. y = (Ci-+-Cjar) cos wa?H- (C5-4-C4ap) sin «a?. 

0»* oar 

Application de la méthode de variation des constantes : 



^-7a«^-^6a»y=««. 
dar dx 



6a» \^* '*"3a"*"i8a«/ 



R. y = Cie««-^Cj,c««-4-C5C-»«'-^^ 

60 

d* v dv c"^ 

«•i ;r-5-t-o-p — 6o«y = e"«. R. y=C,c««-4-C8C-»««-t- 



dx» • daî -- '— • '• y i" -^-8- ^(w-h3a)(m— 2o) 

Intégration des équations avec second membre par la recherche d*une intégrale par- 
ticulière (3^) : 

•«. ^-+-2^-+-2y=a;. 
dx* dx 

H. On cherche une intégrale de la forme Y=aa; + ^, ce qui conduit à Péquation 
, 2a-H2(aaî-+-^)=a?, 

2a=l, ^ = — a = — -, 

'>^ sorte que Ton a Tintégrale particulière 

x — i 

I ^^"^il suffit d*ajouter à Tintégrale générale de Téquation sans second membre. On trouve 

x — i 

y =r e""* (A cos a; -H B sin x) h — • 

m ^ ^y 9^*y ',^y V ^ 

dafi dx* dx 
R. y = C|C«-4-C(Acos2a;-HBsin2a;) — -^ — ^««H- j^oî-Hg^- 



iS. — =f-Hy = 2cosmjp-4-3siiu«x. — On cherche une intégrale particulière de 
c/ar* 

la forme acos wx-+- ,9sin wx; a et ,9 sont déterminés par deux équations, et l'on 
trouve 

^ . 2 cos iwa? -4- 3 sin mx 
y = A cos oc + B sm a; H i 5 • 

rf"y d"-»y n{n — \) .d^-*y . ^_.dy 

fmx 



R. y=zc«'(C,-+-C,a;-hC3X*H hC,ir"-*)4- 



(m — «)" 
Équations à coefficients variables : 

^ dar ax 

Posant y=(a;4-«)'', on trouve l'équation auxiliaire 

,.(r— I) — 4r-f.6 = 0, ou r»— 5r-H6 = 0, 
donnant pour r deux valeurs convenables. 

y = C, (x 4- «)« -H C, (a? -h a)*. 
Généraliser. 



CHAPITRE XLI. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DES ORDRES SUPÉRIEURS PAR DES S=S.S 

PROCÉDÉS PARTICULIERS. 

35!l. En dehors des équations linéaires, on ne sait intégrer qu'uK KLJin 
petit nombre d'équations diffcrentielles de formes particulières. Noukl-Vus 
allons indiquer les principales. 

Équations oà manque l'une des variables. — Lorsque Tune des vari»^ ^*" 
bics or, jj manque dans lequation, Tordre de celle-ci s'abaisse d'une unilS^^^* 
Ainsi, il suffit de poser D^y = p pour ramener l'équation du second ordr» '•^ ^^^ 



Celte équation, étant intégrée, donnera p en fonction de x avec un 



ne 



i 
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constante arbitraire. On aura donc 

P « ^ = 9(^' C), y = /?(x, C) dx + C„ 

ce qui sera l'intégrale générale. 
Si réquation proposée était 



•(-î'S)-"' 



ia même substitution donnerait 

dy d^y dp dp 

dx "' dx' dx ^ dy 

ot en intégrant Téquation du premier ordre 



('■-f)-»' 



f 
on trouverait 

p =3 m fv. C), cix = — = — j X = Cl -^ I — - — • 

Soit, comme exemple, l'équation 

<ïlle devient, par la substitution dy=pdx, 

dp ^ ^ dp p 

^■^ divisant par py. L'intégrale de cette équation linéaire étant 

;) = y (C + fw 1 . y) « tny 1 . C'y , 



Oli 



a 



J: c=a mv 1. C'v, nidx = , '{,, > mx -+- Ci •= 1. 1. Cy. 

dx ^ ^' yhCy ^^ 

**où, enfin, 

1. C'y = c""+C'. 

96S. Équations qui ne renferment que deux déi'ivées consécutives. 
^^5 particulier des précédentes. Soit l'équation du second ordre 



:* \dxj 
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la substitution indiquée plus haut donnera 

^ = f(p), dx=^. a: = C^Cj^. 

dx ^^^' f(p) jf(/>) 

Intégrant et résolvant par rapport à p, on tirera de cette équation 
p«(p(x, C), y = Ci 4./9(x,C)dx, 

et Ton aura Pintégrale générale. 
Ainsi, réquation 

dx* V ^^ 

devient 

dp / , dp 

dx '^ ^ ' y/i H-p« 

On en déduit par Tintégration 

X = C -^ 1. (p 4- |/i -+- p«), p -*- |/l-+-p«= C-S 2p = ««-c— c-('-''), 
et par suite, 

^ 2 ' 2' = ^*^ 2- 

Remarque. Si Ton éprouvait trop de difficultés h tirer de Téquation 
entre x et p la valeur de p en r, on trouverait y en fonction de p par 
réquation 

et rélimination de p entre les expressions de x et de y conduirait à l'inté- 
grale cherchée. 

En généra], l'équation 

cfx" yrfx"-*y 

s'abaissera au premier ordre, si l'on posez=D''-*,y, ctjaprès avoir intégré, 
on exprimera z en fonction de jr, puis on trouvera la valeur de y par /i — i 
quadratures successives (351). 



354. Considérons encore les équations de la forme 
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et, désignant toujours par p la dérivée première de y, nous aurons (352) 

et, en intégrant, 

p« = 2/f(y)dy + C. 

D'où nous tirerons, en remplaçant p par sa valeur, 

'^ /C + 2/f(y)dy 

et, au moyen d'une nouvelle quadrature, 



= c,±C 



|/C-H2/f(y)dy 
De même, si l'on avait une équation telle que 

dx" \dx*-*/ 
on commencerait par poser zs^D"'*,]/, et par intégrer l'équation 

tPz 

comme ci-dessus. La valeur de x en fonction de z étant connue, on en 
déduirait celle de z en fonction dcx, puis la valeur de y en x s'obtiendrait 
par n — 2 quadratures successives. 

S55. Équations homogènes. — Lorsqu'une équation du second ordre, 
multipliée par dx', est homogène par rapport h x, y, dfx, dy^ d^y^ consi* 
dérés comme autant de variables, on élimine facilement x et dx de l'équa- 
tion. Pour cela, on posera 

X ' dx ^^ rfx* X 

et comme j^, dy, d*y sont ainsi remplacés par des fonctions du premier 
degré en x, dr^ il est clair que l'équation transformée sera homogène par 
rapport k x, dx. Mais la différentielle dx ayant évidemment disparu de 
réquation, il faut nécessairement que x ait disparu en même temps, en 
sorte que l'équation ne renfermera plus que u, p, q. Ainsi, l'équation 

,rf*t/ dy 

dx* dx -^ 
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satisfait k la condition proposée, et devient par la substitution indiquée 

X* - — /îx — Tiux = 0, ou q=:p ^ nu. 

Cela posé, soit 

q=f{u,p) 

réquation entre m, /î, y, résolue par rapport à q. Les équations 

y = vx, dy = pdx 

donnent facilement, comme on Ta vu (556), 

, . dx du 

(a) — = ; 

X p — u 

et, d'autre part, on a évidemment 

d^y dp q dx dp 

dx' dx X X q 

ou, en égalant les valeurs de dx, et mettant pour q sa valeur en u, p, 

^^^ f(e/,p) p-^u 

Cette équation du premier ordre entre u et /} pourra s'intégrer, dans 
certains cas, et conduire à une valeur de p en fonction de t/, renfermant 
une constante arbitraire , 

p = (p(M,C). 

Substituant cette valeur dans l'équation (a), on trouvera 

dx du 1 n ( ^^ 

— ==—7 — 7n ' l.X-t-Ci=\— ; — -pr > 

X 9 (w, C) — u J 9 (w, C) — u 

et, en remplaçant u par sa valeur y : x après IMntégration, on aura l'inté- 
grale générale entre x et j^. 

Par exemple, l'équation indiquée plus haut nous donnera 

— = ■ ou (p — tt) dp — (p -+- nu) du = 0, 

équation facile à intégrer, si on l'écrit 

pdp — nudu — {udp -4- pdw) = 0. 
L'intégrale est 

p* — nu* — 2pw = C, ou p=zuàz [/C -h (nn- 1)m*, 
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et réquation (a) devient, par la substitution de p, 

dx du 

Intégrant de nouveau et remplaçant u par sa valeur y : x, on trouvera 
enfin 

S56. Lorsqu*une équation de l'ordre n est homogène par rapport à y, 
-t^» j4»"*' ^" P^"* abaisser d'une unité Tordre de l'équation, en posant 



dl _ p^,. d*y 

dx 



I* * à.*y du dy fdu \ 



La variable y disparait comme facteur à tous les termes de l'équation, 
et Ton a, entre u et x, une équation de l'ordre n — i. 

S57. Intégration par les séries. — Le nombre des équations différen- 
tielles que l'on sait intégrer sous lorme finie étant très-petit, on a dû 
recourir aux méthodes d^approximation. La marche que nous avons suivie 
pour établir l'existence de l'intégrale (voir les ch. XXXVII et XL) permet 
de calculer les valeurs de l'intégrale t/, pour des valeurs données de x, 
avec autant d'approximation que l'on veut(0, mais cette méthode est très- 
pénible. Le développement de la fonction intégrale y en série convergente, 
lorsqu'il est possible, convient mieux au calcul de cette fonction. On peut 
employer pour cet objet la formule de Taylor ou celle deMaclaurln, l'équa- 
tion différentielle de l'ordre n permettant de calculer toutes les dérivées 
de y, à partir de cet ordre, en fonction des n — i premières, qui restent 
arbitraires, pour la valeur x = Xo ou x = de la variable. Mais on admet 
ainsi que l'intégrale est développable en série convergente suivant les 
puissances entières, positives et croissantes de x ou de x — xo. La méthode 
des coefficients indéterminés est plus générale : voici en quoi elle consiste. 

L'équation différentielle entre x et y étant supposée réduite h un poly- 
nôme rationnel et entier par rapport à y et à ses dérivées, égalé h zéro, on 



(i) On peut voir le développement de celte méthode dans les Leçons de calcul diffé- 
rentiel et de calcul intégral de M. l'abbé Moigno, t. II, 27« et 28» leçons. 
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cherche h satisfaire à Tëquation par une expression de la forme 

a, |3, y, d,.** ëtant des exposants quelconques, mais croissants; A, B, C,* 
D,.** des coefficients constants. On forme les dérivées de y diaprés cette 
équation, et, substituant leurs valeurs dans le premier nombre de l'équa- 
tion donnée, on ramène ce premier membre à la forme d'une série 
ordonnée suivant des puissances croissantes de la variable x. Les coeffi- 
cients des diverses puissances de x devant être nuls séparément, pour que 
l'équation soit satisfaite quelque soit x, on obtient ainsi une série de con- 
ditions qui déterminent les exposants a, (3, y,..., et les coefficients A, B, 
C,..., sauf un certain nombre d'entr'eux qui restent arbitraires et sont les 
constantes arbitraires de l'intégrale générale. 

Il reste alors à vérifier si ces valeurs de a, (3,..., A, B,..., substituées 
dans l'expression de y, donnent pour y et pour ses dérivées successives 
des séries convergentes, car cette condition est nécessaire (251). Appliquons 
cette méthode à l'équation 

où nt, n sont des constantes données. La substitution, dans le premier 
membre de cette équation, des valeurs 

y = Ax°''^ Bx^ -+- Cx-^H , 

!^ = Aax«-» -H BSx^-* -4- CyxV-* -h -., 
dx 

^= Aa(a— i)x«-« -^ B(3((3 - l)xM ^ Cy(y— i)xy-« + ..., 

donne, en groupant les termes en A, B, G,..., 
[a(m-4-a— i)x*-*-4-nx«]-^B|p(mH-P— i)x^«4-wx^] + C[y(m-*-y---l)xy-«-4-nxy]+ 

L'exposant a. — 2 est moindre que tous les autres : il faut donc que le 
coefficient de x*"* soit nul; donc, on doit avoir 

a = ou m -*- (X — 1==0. 

Adoptons d'abord la première valeur; le terme en x« ne peut être nul, 
k moins qu'il ne se réduise avec l'un des suivants. Nous poserons donc 

(3-2 = a, y — 2=P, a^2=y,..., 

et, égalant k zéro les coefficients des diverses puissances de x, nous aurons 

An-4-B(3(m-Hp— 1)=0, Bn-4-Cy(m4-y— 1)=0, C/i-«-D(î(m + 3 --i)=0,... 



•• 



— 441 — 

Nous déduisons, de ce double système d*équations, 

a = 0, (3 = 2, y = 4, (î = 6,..., 

wA n^A n^A 

2.(m-^1)' 2.4 (m -h 1) (m -^3)' 2.4.6(m-^1)(mH-5)(m-^5)' 

et la valeur de y devient, par la substitution, 

1" nx* n*x* w'x* "| 

"^ L 2(tn-^i) ■*" 2.4(m-4-1)(m-4-3)'"2.4.6(m-^i)(m-^3)(mH-5)'*"" J 

Le coefficient A reste seul arbitraire : ce n'est donc là qu'une intégrale 
particulière. Mais nous en obtiendrons une seconde en adoptant pour a la 
seconde valeur, et en admettant encore les mêmes relations entre a, (3, y... 
Nous aurons ainsi 

a = i — m, (3 = 3 — iw, y=5 — m...., 

nA ^ n*A ^ n'A 

C = r^-: =-: :r > D = 



2 (m — 3) 2.4 (m — 3) (m — 5) 2 4-6 (m - 3) (m — 5) (m — 7) 

et, par suite, nous obtiendrons Tintégrale particulière 

r, wx* n*x* n'x* T 

L 2(m-3) 2.4(iw— 3)(m— 5) 2.4.6(m— 3)(m— 5)(fit— 7) J 

A peut désigner des constantes différentes dans les équations (2) et (3). 
L'équation proposée étant linéaire et sans second membre, la somme des 
deux intégrales particulières (2) et (3), renfermant chacune une constante 
arbitraire, donnera l'intégrale générale avec deux constantes arbitraires. 

Le rapport d'un terme de rang p + 1 au précédent est, dans les deux 
séries respectivement^ 



wx' nx* 



2p (m -h 2p — 1) ' 2p (m — 2p — 1) 

Ces rapports tendant vers zéro pour les valeurs indéfiniment croissantes 
dep, les séries restent convergentes quelque soit x, et Ton voit facilement 
qu'il en est de même de leurs dérivées première et seconde. Ainsi, la solu- 
tion trouvée répond bien à l'équation (1). Il y a exception lorsque m est 
un nombre impair négatif, car alors les termes de la série (2) deviennent 
infinis h partir d'un certain rang; et lorsque m est un nombre impair 
positif, la série (3) devenant alors illusoire. Dans l'un et l'autre cas, nos 
formules ne fournissent donc plus qu'une intégrale particulière de l'équa- 
tion différentielle, et h l'aide de cet intégrale, on peut ramener l'équation 
au premier ordre comme nous l'avons expliqué (347). 



— i« — 

1mm jî sa? vsrneuuB vi ■ = 2. Ilntégrale générale de J'cquat 
Tsour ft 

iT i^i^î / 'V 1-2 125 4 

c .*!■. ' iLMiin r soif MA* çof cctie êquadoo rerient à celle-ci : 

AflxxL ■ A'cosxi/ïi 
1 = — -I ^ — . 

?t a ^ !. ^janefrùa 7 ôi^j-s: îllusoirr, d 1 oo o'a plus qu'une 



<ff = 1 f t -*^ h ••• I 



£jnr»h<:if». 






j»^ A*V f (*• — C)(/x 

%■ -*,*.*■* <-i— I -4- Zr — =0. 

^ * ^ J V^ZCp — a V 

DM«tw«s «e Kalennant que deux dérirées consécuCives (553) : 
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Equations appartenant au type du n^ 353 : 
cto" 

Equations homogènes (355, 356) : 



i. 00^ 



S-G-l)*=»- «• '="'(c-r^) 



d*y du* 
«S. a:«^-.aj^-3y = 0. R. a:» = C, (y-hV/y«-hCx«). 

Intégration par les séries : 

dv 
da; 

daj* dx 



4V 



d*i/ 1/ / a?* a?" X* \ 



Ce n*est qu*une intégrale particulière. 



..!-. --■" -'■■- - . . 
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• ^~" L ~(«4-l)(nH-2)"*"r2.(«4-I)(2nH-3)(n-^2)*~1.2.3(w+I)(2n4-3)(3nH-5)(n+2)» "*■''] 
L (n-h5)(n-4-2) 1 .2(«-*-3) (2n-4-5) (n-h2)« 1 .2.3(n-h3)(2n-4-5)(5îH-7j(n-h2)» J 



CHAPITRE XLII. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 

S5§. Soient X, y, ^9*.«, ti, des fonctions, en nombre n, d*unc même 
variable indépendante f, définies par un système d^équations du premier 
ordre, que nous supposerons d'abord résolues par rapport aux dérivées de 
X, y,..., ti, et mises sous la forme 

dx 

— =h(.r, y,. ..,«,«), 

(1) . / ^^ = f«(x, y,. ..,«/, 0» 



— =f„(ar,y,...,M, 0- 



Si Ton applique à ce système d'équations, en la généralisant, la méthode 
que nous avons indiquée au chapitre XL, § 1, pour un système de deux 
équations, on démontre qu'il existe toujours un système de valeurs pour 
ar, y,... w, capables de satisfaire aux équations (1), et de recevoir, pour 
une valeur donnée fo de la variable, des valeurs données arbitrairement 
xo, yo,..., t/o. Il faut et il suffit, pour cela, que les fonctions f, et leurs déri- 
vées partielles du premier ordre en a-, y,..., w, (, soient finies et conti- 
nues dans le voisinage du système de valeurs Xo, yov? ^'o, /o. Ces inté- 
grales^ renfermant n constantes arbitraires Xo, yo,.--? ^c ou n autres 
constantesCi, C«,...,Cn qui permettent de choisir arbitrairement les valeurs 
de X, y,.. , w, pour une valeur donnée to de la \ariable, se nomment les 
intégrales générales du système (1). Toutes celles qui en dérivent par 
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raltribution de valeurs particulières aux constantes Ci, Gs,..., sont des 
intégrales particulières, La méthode rappelée permettrait d*ail]eurs, étant 
donnés Xo, ^ov9 ^o pour une valeur (o de f, de construire avec autant 
d'approximation qu'on le voudrait les courbes qui sont la représentation 
géométrique des intégrales. 

S59. L'une des méthodes les plus commodes, pour l'intégration d'un 
système d'équations de la forme (i), consiste k éliminer, par des diffé- 
rentiations successives, toutes les fonctions inconnues sauf une seule, 
dont la recherche dépend de l'intégration d'une équation de l'ordre i>, h 
deux variables. 

Différentlons les deux membres de la première des équations (1), ce 

dx du du 
qui introduira dans le second membre les dérivées -r- ? -r>"«* -p» înul- 
^ dt dt dt 

tipliées par des fonctions connues de ac, t/,..., t/, t. Remplaçons ces déri- 
vées de y, ic,..., u par leurs valeurs, données par les n — i dernières 
équations (1); nous aurons évidemment un résultat de la forme 

d^x f dx \ 

■jji = ?. [^, j^> y,..., «, t)- 

Dérivant de nouveau par rapport à ( et éliminant les dérivées de y, 
z,..., ti de la même manière, nous trouverons 

d'x / dx d*x \ 

et ainsi de suite, jusqu'à ce que nous arrivions à une équation 

d^x / dx d'*""*^ \ 

— =<fn..[x, ^^,..., ^p^, y,..., «, tj. 

Les n — 1 équations que nous venons de former, jointes à la première 
équation (i), forment un système de n équations entre lesquelles on peut 
éliminer les n — i variables y, z,..., «, qui n'y figurent plus par leurs 
dérivées, et cette élimination conduira à une équation de l'ordre n par 
rapport à x, 

ci"x / dx d"~*x \ 

dF = 'P"(^''' ¥'•••' rfFî-' 7 

L'intégration de cette équation donnera x en fonction de ( avec n con- 
stantes arbitraires Ci, Cs,..., Cn. Les valeurs de y^ ^v» ^ se trouveront 



^ï 
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ensuite sans nouvelle intëgration, en résolvant, par rapport à ces varia — :. 
blés, n — i d'entre les équations 

dx cPx d*x 

après qu'on y aura remplacé x et ses dérivées par leurs valeurs en fonctia 
de t. On aura donc y^ z^.,, en fonction de ( et des mêmes constantes arbi 
traircs Ci, Ga,... qui figurent dans l'expression de x. 

S60. Intégration des équations linéaires à coefficients constants, - 
Lorsque le système (1) sera formé d'équations linéaires par rapport h 
y,..., ti, il est visible que toutes les équations que l'on en déduira par dc^^ es 
différentiations successives seront aussi linéaires, et qu'il en sera encore dEzzade 
même de l'équation finale en x. L'intégration d'un système de n équation^Kins 
linéaires du premier ordre dépendra donc de l'intégration d'une équation — »n 
linéaire de l'ordre w , et de plus, si les coefficients des premières so^k «nt 
constants, l'équation d'ordre n sera à coefficients constants et s'intégres: ^ra 
sans difiiculté par les métbodes exposées précédemment. Appliquons celt«..Vlte 
méthode au système de deux équations 

dx 

dt ^ 

-p -h 4a: -♦- 5t/= 4e* — 3<. 

Diffcrentiant la première, et remplaçant -^ par sa valeur fournie par h 

seconde, on a 

d^x dx 

puis, remplaçant y par sa valeur tirée de la première équation, 

rf*x dx 

TT -^ 7 - -t- 6x = 7 -^ 58« — 58e'. 

dt* dt 

Intégrant d'abord l'équation sans second membre, on trouve l'équati — 3^" 
auxiliaire 

,.« ^ 7r 4- 6 = 0, d'où r, = — -I , ri=:-^(}y 

et l'intégrale générale 

x = Cie-'-*-C2e-«'. 
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Pour avoir une intégrale particulière de Fëquation avec seeond membre, 
il suffit d'y substituer 

et les valeurs de a, (3, y, seront trouvées 

Ajoutant eette intégrale particulière h l'intégrale de l'équation sans 
second membre, on aura l'intégrale générale de l'équation en x, savoir 

9 5 7 

On remplacera x et sa dérivée par leurs valeurs dans la première des 
équations proposées, et Ton aura 

^95 7 

Si l'équation auxiliaire renfermait des racines imaginaires ou des racines 
égales, on appliquerait les règles qui ont été prescrites pour ces cas au 
chapitre XL. 

S61. Lorsque l'on suivra cette marche pour l'intégration d'un système 
d'équations de la forme (1), on sera généralement conduit, comme nous 
l'avons dit, h une équation différentielle de l'ordre n entre deux variables ; 
mais il pourra arriver, dans certains cas particuliers, que l'équation finale 
en X soit d'ordre inférieur à n. Si, par exemple, il suffisait de différencier 
n — 2 fois l'équation 

— = U{x, y,..., 1/, 0, 

pour que les variables y, ?,...^ u disparaissent toutes, lëquation entre x 
et ( serait de l'ordre n — 1, et donnerait une valeur de x ne renfermant 
que n — i constantes orbitraires. Mais alors aussi l'on n'aurait plus que 
n — 2 équations distinctes pour exprimer les n — i variables y, z,..., w 
en fonction de t et de ces n — -1 constantes, et Ton devrait faire une 
nouvelle intégration. Ainsi, portant les valeurs de ic,..., u dans la seconde 
des équations (1), et remplaçant x par son expression déjà connue, on 
aurait une équation du premier ordre entre y et {, équation dont l'inté- 
gration introduirait une nouvelle constante arbitraire, qui compléterait 
les n constantes nécessaires pour l'intégration complète du système (1). 
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SM. Il est quelquefois plus simple de suivre une méthode différente, 
dans l'intégration du système (1). Cette méthode, qui s'applique aux équa- 
tions linéaires à coefficients constants, a Favantage d*étre aussi parfois 
applicable h des équations linéaires k coefficients variables, et nous pren* 
drons pour exemple un tel système. Soit 



-^ -*. T (ax -♦- 6^) = T 



h 



T, Ti, Tt étant des fonctions de t. Multipliant la seconde équation par un 
facteur indéterminé X, et ajoutant les équations membre à membre, on 
obtient 

^ -♦- X ^ H- T [(a -h la') X 4- (6 + }.6'j y] =T, -♦- XT«. 

Or, si Ton pose x + >y = V, et si Ton détermine la constante X d'après 
la condition 

6-4-i6' = i(a-f-Aa'), 

l'équation différentielle deviendra une équation linéaire du premier ordre 

^ + (a + Xa'jTV = T, -^-IT, , 

dont l'intégrale générale sera 

V = X -♦- /y = e-<«+^« VT'i' [C -4- / (Ti -♦- AT») e<«+^«'»/Trf'd(]. 

L'équation qui détermine 1 est du second degré, et admet deux racines 
Xi, Xs. Substituant successivement ces deux racines dans l'intégrale 
ci-dessus, et désignant par Ci , d les constantes arbitraires correspon- 
dantes, on aura, pour déterminer x et y en fonction de t, deux équations 
du premier degré. 

868. Lorsque les équations (i) ne sont pas linéaires h coefficients 
constants, l'application de la méthode générale du n» 559 conduit rare- 
ment à une équation différentielle finale que l'on sache intégrer. Mais par- 
fois l'introduction d'une nouvelle variable permet de rendre linéaire un 
système qui ne l'était pas. Par exemple, si l'on avait le système non-linéaire 

rfx e/y dz 

ax -♦- 6y H- cz -4- / o'x -h 6'y -i- c'z -♦-/'"" a''x -t- 6"y -*- c"z -♦- /''* 
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a, 6,.** h a'"- étant des constantes, on introduirait une variable ty dont 
la différentielle dt serait égalée à Tun quelconque des rapports précédents, 
et Ton intégrerait sans difficulté le système linéaire 

dx . I ^y , ^^ // 

dt ^ ' dt ' dt 

après quoi l'élimination de t donnerait deux équations entre rr, i/, z. 

La forme particulière des équations que Ton a à intégrer suggère 
fréquemment d'autres transformations élégantes qui simplifient l'intégra- 
tion, mais il n'y a pas de règle générale à donner. 

364. Équations simultanées des ordres supérieurs au premier. — La 
méthode générale du n° 559 s'applique facilement h des équations simul- 
tanées d'ordres quelconques. Concevons, pour flxer les idées^ deux équa- 
tions entre x, y, t, dans lesquelles l'ordre de la plus haute dérivée soit 
marqué par 2 pour x, par 5 pour y, et supposons les deux équations réso- 

d^x d^u 
lues par rapport à -7-^5 -r^- On peut réduire ce système à un système 

de cinq équations du premier ordre : il suffit de poser 

^f_^^ ^-^^ él^un 
dt-""' dt~y' dt~^' 

et les équations données se réduisant à la forme 

_ = fi (x, y, x', y', y", t), "^ = ^* (^^ ?' ^'» V'^ V"^ 0» 

on aura, entre les six variahles x, y, x', y', y", t un système de 5 équa- 
tions, semblahle au système (1). On en conclut immédiatement que le 
système proposé admet comme intégrales générales deux fonctions x, y 
de i, renfermant cinq constantes arbitraires. 
Si l'on avait trois équations du second ordre 

d X d^ii d^z 

^ = f, (x, y, z, 0, -^ = ^* (^> y' ^' 0» "^ =" ^' f^' y' ^' ')' 

on pourrait leur substituer le système de six équations du premier ordre 

dx ^ dy ^ dz ^ 



dt ^ ^ dt ^ ' dt ^ 



> 



dx' ' dt/ dz' 

— = fi (x, y, z, 0, ^ = ^« (^» y» ^» 0» "51 "" ^' ^^' ^' ^' ^^* 



57 



— 480 -r- 

L'intcgration de ce système et rélimination des variables auxiliaires a/, 
y', z* donnerait un système d'intégrales générales en x, y^ z, <, avecrà; 
constantes arbitraires. 

En général, on voit par cette méthode que si le nombre des fonctions 
inconnues est désigné par k^ si les ordres des plus hautes dérivées qui 
entrent dans les k équations sont respectivement m pour x, n pour j^,.**)'* 
pour t/, les équations données étant d^aillcurs résolubles par rapport à ces 
dérivées de Tordre le plus élevé, on pourra satisfaire au système des 
équations données par des valeurs de or, i/,..., t/, fonctions de ( et de 
m -♦- n -♦- ••• -4- r constantes arbitraires; et ces valeurs seront les xnik- 
grales générales du système. 

Après avoir ainsi réduit le système d'équations proposé à la forme (1), 
par l'introduction de nouvelles variables, on peut lui appliquer sans diffi- 
culté la marche tracée au n° 559. DiiBFérentiant successivement un nombre 
suffisant de fois Tune des équations, et éliminafit les dérivées premières 
de toutes les fonctions, sauf une, à mesure qu'elles s'introduisent, on par- 
viendra à éliminer aussi ces fonctions, et à lormer une équation difi'ércn- 
tielle d'un certain ordre entre t et la fonction restante. L'intégration de 
cette équation fera connaitre cette fonction, et par suite les autres. 

Ainsi, le système de deux équations du 2™" ordre en x et du 5™« ordre 
en y, conduira à une équation finale du 5™° ordre entre x et t; le svstème 
de k équations de l'ordre m en x, de l'ordre n en y,... de l'ordre r en u, 
conduira à une équation de l'ordre m -♦- n -t- •••-+- r entre x ci l; si on 
sait l'intégrer, une simple résolution d'équations fera connaître les autres 
fonctions inconnues y, i?,..., v. 

S65. C'est pour la clarté de l'exposition que nous avons admis que Ton 
réduisît d'abord le système proposé à un système d'équations du premier 
ordre; mais si l'on veut lui appliquer la méthode que nous venons de 
rappeler, cette réduction ne sera pas nécessaire. On se bornera à former, 
par des différcntialions successives, de nouvelles équations entre lesquelles 
on éliminera les fonctions y, z,..., u, et leurs dérivées en t, jusqu'à ce que 
l'on arrive à une équation diflFérenlielle entre x et t seulement. Considé- 
rons, comme exemple, le système d'équations linéaires et à coefficients 
constants 
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Dîffërentiant deux fois de suite la première, puis remplaçant D*iy par 
sa valeur déduite de la seconde, on a 

__3^H-4xH-4y-4-20=0, 

d'où, par Télimination de y entre cette équation cl la première, 

d*x d}x 

^j- — 2-5-r -*-x-f- 23=0. 

L'intégration de cette équation donne 

X = (Cl -t- CâO e' -f- (C3 -4- C4e) e-' — 23, 

clla substitution de cette valeur de x dans la première égalité conduit à 

2y = (Cî — Cl — Cs() e' — (C5 -f- C4 -t- C4O e"' -4- 36. 

On peut aussi, après avoir réduit le système proposé au premier ordre 
par Tintroduction de nouvelles variables, appliquer la méthode indiquée 
au n» 362. 

866. Nous avons supposé, dans les différents problèmes traités ci-des- 
sus, que les équations difTércnticIies fussent résolues par rapport aux plus 
hautes dérivées qu'elles contenaient. S'il en était autrement, on commen- 
cerait donc par opérer cette résolution, puis on appliquerait les méthodes 
convenables. Il pourra cependant se présenter des cas où une telle résolu- 
tion serait impossible, l'élimination de certaines dérivées faisant disparaître 
en même temps quelques unes des autres. Par exemple, si l'on avait un 
système de trois équations du premier ordre entre x, 1/, z, (, et qu'en 

c/x d\i 

éliminant -7-» on fît disparaître en même temps -~» il est clair que 

l'on serait conduit à deux équations renfermant seulement la dérivée de z 
et les variables. Si ces équations n'étaient ni identiques ni incompatibles, 
l'élimination de la dérivée de z conduirait à une équation entre les varia- 
bles seulement, sans constante arbitraire; on en tirerait z en fonction de 
X, ty, f, et l'on serait ramené à intégrer deux équations du premier ordre 
entre x, y et t. Les intégrales ne renfermeraient donc que deux constantes 
arbitraires. 



— 482 — 



Exercices. 



dx du 

cU al 

R. a? = Cj(r' + C,c-^', 2y = — Cj^ -*-2CjC-". 

dx dy 

%, --4-3aî-t-y = 0, -2— x-f-y=:0. 

at al 

R. aj=(C,-t-CaO«^'i y = (Cj — 2Cj— 2Cj0c"*'. 

S. — -4-5«-4-y=7c'— 27, -? — 2a?-h3y=:12 — Se*. 

93 51 

R. « = — ^ 4- 5j e* -*- (C, cos / -t- C j sin c-«, 

y = -Ï7-j3«'-[(Ct-f-C,)cosf-(C,-C,)sin/]e-*'. 

4. --^!5aî-l-y=7c'— 9e«' _? _ » H- 3y = 4c« — Se*. 

o« al 

R. «=(C, + C,0«-«+|e'-^e«. 

41 40 

y = - (C, + C, + C,<)«r«- ^ «»+ - e«. 
(ix dy dz 



a(y + 2r) /3(z-t-x) 7(a-t-y) 
R. Posant dl égal à la valeur commune de ces rapports, on trouve 

r|, r,, r, étant les racines de l'équation 

r" — (^7 +-ya H- a^) r — 2a^y = 0. 
On trouve ensuite 

«(^2; -l-yy) — a(p -t- y)» = Cjr4 Vi' H- C^r , V»' -t- CjrjV»'. 

L*éIimination de / entre ces trois équations donnera deux équations entre x, y, 2^, qui 
seront les intégrales cherchées. 

dx dy dz du 
y z u X 

1. (a;-i-y-t-;J-t-w) = Cs-t-arctg 

y — u 



l^^j+c.îsiDAv^Y 



df dl dî 

s (l/â -t- C.) -H C, (cos ( 1/3 + C«). 



^Cj-t-C,! — C,cosm(— C, sin mt. 

= C,+C,(' + C,B-', i = — C, — C,e-^. 

dy ds dx dy dx 

dl dl "* ^ dl " dt dl ^ ' 

le y conduit a l'cquatîon 
' aP + s' — (*j(- (j!+(y — C = 0. 
B ir el su dcHvi?c pnr ni|>pnrl ii I, on a deux cijuations du pre- 



CHAPITRE XLIII. 

s GÉOMÉTRIQUES DE L'INTÉGRATION DES 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

inc courbe se trouve diirmie par une relation qui n lieu 
es pninis entre ccrlnins éicmenis géométriques, tc)s que 
le rayon de courbure. In longueur de l'arc, etc., cette 
e par une équation entre les coordonnées de la courbe 
elles, du premier uidre ou d'un ordre supérieur. -Si l'on 
•ep cette équation difTérinticile, on trouvera l'équation 
■bes qui vérifient la eondilion proposée. 
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Supposons, par exemple, que Fou demande la courbe dans laquelle la 
sous-tangente est égale à l'ahscisse du point de contact. La condition 
s'exprime évidemment par Téquation différentielle 

dx du 

-y^ = x, ou x^^+î,=0, 

dont rintégralc générale est 

xy = C. 

Toute hyperbole qui a pour asymptotes les axes coordonnés repond donc 
à la question. 

Si Ton demande que la longueur de la normale soit égale à la distance 
de rorigine au point où cette normale coupe l'axe des x, on aura l'équation 
difTérentiellc 



'^yfx=^\/'-'Ë 



ou 

du 
2xy / 4- x' — y* = 0. 

Cette équation s'intègre facilement par le procédé indiqué au n** 336. 

Posant y = vx, dy = pdx^ on a 

w« — 1 
^pu — w' -*- 1 = 0, p = — 5 

dx du 2m du 

— = — —=^±LJL 1.x + 1.(1 -f.a«=l-C, 

x p U 1 -♦- M* 

d'où enfin, en remplaçant u par sa valeur, 

x« -t- 1/« — Cx = , 

équation qui représente un cercle de rayon quelconque, ayant son centre 
sur l'axe des x, et passant par Torigine. 

368. On veut trouver la courbe dans laquelle taire S, comptée à partir 
de taxe des y, est proportionnelle à l'arc s compté du même axe. On aura 



S = as , dS = ads, ydx = adx\/\'^ -y-^ 



et l'équation différentielle de la courbe sera 






ou dx^± - 
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Oïl en déduit, en négligeant le double signe qui correspond à un simple 
han^^ment dans le sens des x positifs, et intégrant, 



Tirant de là la valeur de r/, on trouve la chaînette 



»— c 






x-C 



On sait en eflFct que cette courbe jouit de la propriété énoncée (ch. XVI, 
ex- 2). 

3G9. L'un des problèmes les plus célèbres dans cet ordre de recherches 
est celui des trajectoires. Étant donné un système de courbes (Cj dont 
réquation renferme un paramètre variable a, 

(\) F(x,2/,a) = 0, 

il s*agit de trouver une courbe qui coupe toutes les courbes du système 
sous un angle constant, dont la tangente est m. 
Soit M (x, y) le point où la trajectoire coupe Tune des courbes (C) du 

système, -j- le coefficient angulaire de la tangente à la trajectoire en ce 

point; (p et i{/ les angles que font respccti>cment les tangentes à la courbe 
(Q ctà la trajectoire avec Taxe des x. On a évidemment, les axes étant 
rectangulaires, 

rfF dF , dy ,, , 



M 



fou Von tire facilement la relation 

dx dy dx \(ly dx drj 

^te équation renferme encore, en général, le paramètre a, mais si 

roa élimine ce paramètre entre les équations (1) et (2), on aura entre x, 

du 
j^j- une équation qui conviendra à chacun des points de la trajectoire. 

[ Vmti^iion de cette équation du premier ordre donnera toutes les 
courbes qui répondent à la question, et comme Tintégrale renfermera une 
eûaABQte arbitraire, on voit qu'elles seront en nombre infini, comme il 
Aait facile de le prévoir. 
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Supposons que les courbes (C) soient les paraboles 

y — cAX" =: ; 
Tcquation (2) deviendra 



— aax'^^^ -+- -r — w? { \ •+■ aax 
dx 



M -t-aax''-* ~ j = 0, 



ou, en multipliant par xdx et remplaçant ax" par y, 

xdy — ay dx — m {x dx h- ay dx) = 0, 

dquation homogène dont Tinlégralion n'offrira aucune difficulté. Suppos 
a = I ; rdquation précédente se réduit à ceJIe-ci : 

xdy — ydx — m{xdx -^y dy) = 0, 

dont on obtient immédiatement l'intégrale générale en la divisant 
x'-t-y*. On a 

arctg^— -l.{x«-hy«) = C, 

ou 

y ^ y 

1. 1/ x' H- v' = C H — arc tff - > 

^ ^ m X 

ou enfin, en introduisant les coordonnées polaires r et 6, 

e 

Ainsi les droites passant par l'origine des coordonnées, 

y = (xx, 

sont coupées sous un angle constant par les spirales logarithmiques com- 
prises dans réquation ci-dessus, C étant un paramètre arbitraire. 

370. Le problème des trajectoires présente deux cas particuliers 
remarquables: 1° L'angle d'intersection est nul, et la courbe cherchée 
touche toutes les courbes (C). Il faut faire m = dans l'équation (2), qui 
devient 

rfF e/F dy 

dx dy dx 

et l'élimination du paramètre (a) entre cette équation et l'équation (1) 
conduira précisément (516) à l'équation différentielle des courbes (C). 
L'intégrale générale de cette équation sera donc identique avec l'équation 
(1), et ne représentera que les courbes données elles-mêmes. Si donc il 
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existe une courbe tangente à toutes les courbes (C), elle ne pourra être 
fournie que par la solution singulière de Téquation différentielle résul- 
tant de rélimînation de a entre l'équation des courbes (C) et sa dérivée. 
Cela s'accorde avec les propriétés des solutions singulières exposées au 
n» 524. 

2° L'angle d'intersection est droit, et les trajectoires sont orthogonales. 
L'équation (2), où l'on fait m = oo , devient 

D —^!ï^^ — o 

dx dx dy 

Ainsi, s'il s'agit des courbes paraboliques ^ = ax", on trouvera, pour 
l'équation des trajectoires ortbogonalcs, 

du . ^ du 

aax"~* -p -+- 1 -.= 0, ou a v -r -»- Jf^ = 0, 
dx dx 

d'où 

X* -4- «y' = C. 

Les trajectoires sont des lignes du second ordre, ayant l'origine pour 
centre : ellipses si o > 0, Iiyperboles si a <C 0. Le cas o = 1 donne des 
cercles; a = — i donne le système orlbogonal 

xy = a, x' — t/* = C; 

les courbes du premier système sont des hyperboles équilatèrcs ayant 
pour asymptotes les axes coordonnés; celles du second des hyperboles 
équilatèrcs ayant pour axes les axes coordonnés. 

871. Cherchons wwe courbe telle que les rayons vecteurs menés d'un 
point (x, y) de la courbe à deux points fixes F et F' fassent avec la droite 
FF' deux angles dont la somme est une constante a, et les trajectoires 
orthogonales du système obtenu par la variation de a. 

Prenant pour axe des x la droite FF', pour axe des y la perpendiculaire 
en son milieu 0, FF' = 2c, on a 

V y 

arc tff —^ 1- arc tg — - — = a, 

X — c ^x -4-c 

ou 

(a) x' — t/' — 2x1/ cot a^^c"^ 

pour l'équation des courbes cherchées; a est le paramètre variable. Ces 
courbes sont des hyperboles équilatèrcs passant toutes par les points F et 



j 
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F', et ayant leur centre en 0. L'équation (3) devient 

dy 
(x — y cot a) -r^ -¥ y -t- x cot a = 0, 

clJC 

OU, en ëliminant eot a au moyen de Tcquation ci-dessus, 

(x« ^ 2^« ^ c*) t/ -^ + (x* -+- y* — c*) X = 0. 

(tx 

On peut donner à cette équation la forme 

(x' -t- !/* + c^)(ydy-\'xdx) — 2c*xdx = 0, 

et le premier membre devient une différentielle exacte. 
L'intégrale générale est donc 

(x* -+- y« + c«)« — 4c«x* = 3, 
(3 étant la constante arbitraire. Les courbes représentées par cette équation 
sont des cassinoïdes, dont chaque point est tel que le produit de ses 
distances aux deux foyers F et F' est constant, car l'équation peut s'écrire 

(P) [i/«+(x4.c)'][i/« + (a:-cJ«] = p. 

Les hyperboles («) elles cassinoïdes ((3) forment donc un système ortho- 
gonal (0. 

37^. Lorsque les courbes (C) dont on cherche les trajectoires orthogona- 
les, sont définies seulement par leur équation différentielle, on obtient im- 
médiatement l'équation différentielle des trajectoires en remplaçant, dans 

du dx 

celle des courbes données, -^ par ;- • II résulte de là un second moyen, 

' dx^ dy \ 

parfois plus commode, pour trouver l'équation différentielle des trajec- 
toires orthogonales du système (i) : il consiste à éliminer d'abord a entre 
l'équation (1) et sa dérivée par rapport à x, pour former l'équation diffé- 
rentielle des courbes (C), puis à opérer comme il vient d'être dit. 

373. La courbe dont la recherche fait l'objet d'un problème proposé 
n'est pas toujours donnée par l'intégrale générale de l'équation différen- 
tielle; elle peut être représentée par la solution singulière. C'est ce qui 
a lieu, par exemple, lorsque la courbe est définie par une propriété de 



{i) On trouvera une étude complète Je ce système orthogonal dans Pouvrage de Lame 
(Leçons sur les coordonnées curvilignes^ IS"" leçon). 
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ses tangentes, et que chaque tangente, considdrëe isolément, est une ligne 
qui satisfait à la condition donnée. Ainsi, si Ton demande la coKrbe telle 
que le produit des segments compris^ sur deux axes rectangulaires, entre 
l'origine et une tangente quelconque soit égal à un carré fc*, on est conduit 
à l'équation 

Mise sous la forme 

y^pi±k[/^^), 

cette équation rentre dans celle de Clairaut; elle admet i*» une intégrale 
générale 

y = Cx±:/:|/^, 

qui représente simplement l'une quelconque des tangentes h la courbe; 
2? une solution singulière, résultant de l'élimination de p entre l'équation 
diflFérentielle Qt celle-ci : 

k 

X If: — = 0. 

2|/^ 



On en déduit, en éliminant y — p. 



c'est l'équation d'une hyperbole dont les asymptotes coïncident avec les 
axes coordonnés. 

374. La recherche d'une courbe d'après une propriété donnée conduit 
souvent à une équation différentielle, d'un ordre supérieur au premier : 
c'est ce qui a lieu, par exemple, lorsque le rayon de courbure figure 
parmi les éléments du problème. Soit à trouver la courbe dans laquelle 
le rayon de courbure est à la normale dans un rapport constant, La relation 

a 
a étant une constante positive ou négative, donne l'équation 

dx* a rfx* ' 
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cqualioii qui rentre dans le cas du n* 352. On a donc 

a (ix a dy 
doù 

2af/y 2p dp 

y ~"i-Hp«' 
d*où, par rîotcgration, 

l (iH-p*)=l.y«--t-l.C, i +p«=Cy»», 

et, par suîlc. 



^ = zb|/Ci,«--1, x = C.dzJ 



L'intégration donnera réquation de la courbe, avec deux constantes 
arbitraires C, C|. 

Supposons que le rayon de courbure soit égal à la normale, et dirigé 
dans le même sens : il faut prendre a = — i , d'où 

OU 

!/•-*- (x-C.)« = C, 

ce qui représente un cercle dont le centre est sur Taxe des x. 

Si a = i, R = N, mais R et >" sont dirigés en sens opposé. On a, en 
posant C = a~', 

J ^/yt _ a* \ « / 

d'où Ton tire facilement 



\g a _i„ g «y, 



équation d'une chaînette. 

Lliypothcse R= 2N conduirait, suivant que 

1 1 

a=- ou «= — 2' 

aux équations 
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dont la première représente une parabole à axe parallèle à l'axe des y; la 
seconde une cycloïde ayant pour base Taxe des jt, le diamètre du cercle 
générateur étant la constante arbitraire C. Il est facile de vérifier que ces 
courbes jouissent de la propriété d'avoir le rayon de courbure double de 
la normale. 

375. On tombe encore sur une équation du second ordre, lorsque Ton 
veut tirer l'équation d'une courbe en coordonnées rectangles, d'une rela- 
tion donnée 

«=f(9), 

entre l'arc s et l'inclinaison (p de la tangente à cette courbe sur l'axe des x. 
Cette relation, différentiée, donne en effet 



H^-^Hm 



Mais il est plus simple de ramener le problème à deux quadratures en 
prenant 9 pour variable indépendante. Les équations connues 

dx du 

_=cos(p, ;^,= s.n9 

donnent en effet, si Ton remplace ds par sa valeur en cp, cicp, et si l'on 
intègre, 

x=C -f-y f'(9)cos çrf^, y=Ci -♦-yf (9) sin cpd^. 

On peut négliger les constantes C et Ci, parce que cela revient h déplacer 
l'origine des coordonnées, et n'introduit aucun changement de forme dans 
la courbe. L'élimination de 9 entre ces deux équations conduira à l'équa- 
tion de la courbe entre x et y, avec deux constantes arbitraires. Ainsi, de 
l'équation 8 = a(p, on tirerait - 

x=aycos(pd(p = a sin 9, y= — acoscp, 

et, par l'élimination de 9, 

X* •+■ t/* = a*, 

équation qui représente un cercle de rayon a, dont le centre est en un 
point quelconque du plan. 

Le problème de trouver une courbe définie par une équation R = F (9), 
entre le rayon de courbure et l'inclinaison de la tangente, se ramène au 
précédent par la relation ds = Rd(f. On aura donc 

(7) x=/F(9)cos9rf9, y=fF{(f)sin<pd(f. 
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Ainsi, réquation R = (if donnerait 

x=a (cp sin 9 -H cos :p), y = a (sin 9 — 9 cos (p) , 

d'où 

xcos®-t-t/sin cp = a, xsincp — y cos 9 = 09, 

d'où, en élevant au carré et ajoutant, 

x' -♦- y' = a* (i -+■ 9'). 
Éliminant enfin 9, on trouvera 

i/x* -+- v* — a* . i/x* -♦- V* — tt* 

X cos^ î^ h V sin ^ = a, 

a -^ a 

ce qui est Téquation d'une développante de cercle. 

376. La recherche des développantes, la développée étant donnée, se 
ramène encore à ce qui précède, si l'on suppose connue l'équation o' = f (0) 
de la développée, entre Tare et l'inclinaison de la tangente. Soient, en cflFet, 
(x, y) les coordonnées d'un point de la développante, R son rayon de cour- 
bure, 9 l'inclinaison de sa tangente sur Taxe des x. Les relations connues 
(154) conduiront à celles-ci : 

R = (T-4-C = f(9) 4-C, 9 = erb-, 

et les équations (y) deviendront 
x = db C cos 9 qz/f (0) sin 0rf0, t/ = ± C sin ± /f (9) cos 0d9, 

La constante C reste arbitraire. — Supposons, par exemple^ que la 
développée ait pour équation 

(T= f (0)= o26*(a« cos« -h 6' sin* 0)"* . 

Nous trouverons sans difficulté, en négligeant les doubles signes puisque 
cela revient à changer le sens des axes posîlifs, 

Q a*cos0 /. . A 6* sin 9 

x=C cos 9h — y=Csin0 4- 



|/a«cos«0-+-6«sin«0 |/a* cos* -t- 6* sin» 9 

L'élimination de entre ces deux équations conduira à l'équation des 
développantes. On en déduit sans peine 

(x — C cos 0)* (y — C sin 0)« 
1 =i, 

a* 6* 
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Si Ton suppose C = 0, cette équation devient celle de Fellipse 



X 



y* 



-«-^si=^' 



a 



qui est conséqucmment une des développantes de la courbe donnée. On 
peut remplacer les deux équations ci-dessus par celles-ci : 

c/*cosô _ . . fe*sin0 



x=Ccos9 M 



, t/=Csin9-t- 



xcosQ-i-^sinô — C ^ ^ ' a7cos0 -+- t/sin 6 — C 

En considérant 9 comme une vpriable auxiliaire, et C comme un para- 
mètre arbitraire, ces deux équations représenteront toutes les courbes 
parallèles h l'ellipse ci-dossus. 

377. Courbe de poursuite. — On appelle ainsi la courbe plane décrite 
par un point M (x, y) qui se dirige, avec une vitesse constante, vers un 
antre point M' (a', i/') qui décrit une courbe donnée avec une vitesse 
également constante. Les axes étant rectangulaires, les conditions que la 
tangente à la courbe tracée par le point M passe à chaque instant par le 
point M', et que le rapport de la vitesse du premier à celle du second soit 
égal à une constante ;?, s'expriment par les équations 

Supposons, pour fixer. les idées, que le point M' décrive une droite 
a;' = a, parallèle à l'axe des y, et que le point M parte de l'origine à 
l'instant où M' quitte l'axe des x. Les équations (S) deviennent 



y'=y^{a-x)£ 



\/ dx'* dx '■ 



éliminant dy' par la dilTércntialion de la première, on a 



V 






On fera (n*» 552) dy^pdx^ et l'on aura 
dp dx 



1. {p'h[/TTp^) = \.{a — x) 



l.C, 



d'où 
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Au départ, la vitesse du point M est dirigée suivant l'axe des a: ; on a 

donc à la fois x= 0, p = 0, d'où C = a", et par suite 

dx 2 L\a —xj \ a / J 
Une nouvelle intégration donnera, si n n'est pas égal à i, 

et comme jr et y sont nuls ensemble, 

an 
1 — ;i* 

Si n était égal à l'unité, c'est-à-dire si les mobiles avaient des vitesses 
égales, on trouverait 

(2a — x)x 



^ = «'•(«-3^) 



2a 
pour l'équation de la courbe de poursuite. 

Exercices. 

i. Chercher la courbe dont la sous-tangente est une fonction f (ac) de Tabscisse. 

dx 

Cas particuliers : f (oc) = oj ; f (r) = x^. 

9. Chercher la courbe telle que la portion de Taxe des y entre Torigine et la tangente 
soit proportionnelle au rayon mené de Porigine au point de contact. 



»■ '=i[cr -©'■]-= 



const. arhtlr. 



3. Les distances de Porigine aux points où la tangente coupe Taxe des y et où la nor- 
male coupe Taxe des x sont dans un rapport constant a. Trouver la courbe. 

R. L'équation dilTérenlielle est ydx — xdij=:a (xdx -h ydy). On trouve la spirale 

logarithmique 

_0 t 

l.l/l?+V=:C~aarctg- ou r=Ce " . 

X 

m 

4. Les inclinaisons ^ et 6 de la tangente et du rayon vecteur sur l*axe des x sont 
liées par Téquation 2^) — 4ô = 7r; trouver la courbe. 

R. a?' -h y* — Ca; = 0; (cercle passant par l'origine et ayant son centre sur l'axe 
des x). 
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ft. La distance de Porigine au point où la tangente coupe I*axe des a; est V^ax, ou 

a?» 

— 9 X étant i^abscisse du point de contact; trouver la courbe. 



R. lo 



0)^=^(1)' =" p-»^»'- 



2» (x — o) (y — C) = oC ; hyperbole. 

•. L'aire de la courbe, comptée de Paxe des y jusqu*à Pordonnée du point (a?, y), a 
pour expression ay — 6a?, a et 6 étant constants; trouver la courbe. 



R. y = 6U«-l). 



V. Le rayon vecteur est proportionnel au cube de la distance du centre à la tangente 
(r=aP') ; trouver la courbe. 
R. Elle a pour équation, en coordonnées polaires, 



i î 2 
o'r' cos = 6= 1. 



». L'arc et Pordonnée sont liés par la relation «=V/y* — o*j trouver la courbe. 
R. On trouve la chaînette 



( «-C «— c\ 



^-2 

9. L*arc et Pabscisse sont liés par Pune des relations suivantes : 

« = al.a;; 8*=z4tax*j 8«»==27a«*; 

trouver la courbe. 

œ 

2« «= - (1 — cos «), y = ô (w -*- sin «) (cycloïde). 

< î < 

3o aî5-*-y5 = o5 (ch. Xlir, ex. 2). 

iO. La projection de la normale terminée à Paxe des x, sur le rayon vecteur, est 
une constante a; trouver la courbe. 

R. r= . :: (sections coniques). 

1 — C cos 

il. Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles 

a;* = a* — 2ay. 

R. On obtient 

œ*=:^«-t-2^y, 

fi étant un paramètre variable. On en conclut que les trajectoires font partie du système 
donné, les paraboles pour lesquelles a est positif coupant à angle droit les paraboles 
pour lesquelles a est négatif* 

88 
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f t. Trouver les trajectoires orthogonales des coniques homofoealet 

c étant donné. 
R. On trouve, pour Péquation diiFérentielle des coniques données, 

dy* ac* — y* — c* dy 



da^ xy dx 



-1 = 0. 



Par un même point du plan, passent deux courbes correspondantes aux deux valeurs 

de --, et comme le produit de celles-ci est — 1, ces courbes se coupent à angle droit. 

ox 

Le système des coniques données comprend donc ses propres trnjectoires orthogonales : 
a*'^(^ donne des ellipses, a'<c* des hyperboles; ces ellipses et ces hyperboles se 
coupent à angle droit, ce qu'il est facile de vérifier géométriqncment. 
IS. Trajectoires orthogonales des hyperboles 

a^ y*_ 
ar or 

R. y*H-ac«— 2aM.aî=C. 
14. Trajectoires orthogonales des paraboles y*=2p{x - a). 

X 

R. y = Ce P. 

ift. Trouver la courbe dont la tangente est à une distance constante a de rorigine. 
R. L^équation différentielle de la courbe est 

y'-'px=ia l/l-*-|)*, 

p étant la dérivée de y, La réponse est donnée par la solution singulière 

ac* -f- y' = o* (cercle de rayon a), 

««. Trouver la courbe telle que la portion de sa tangente comprise entre deux axes 
rectangulaires soit constante. 
R. L*équation différentielle est 

y = pa? dt 



la réponse au problème est donnée par la solution singulière 

ISS 

œ» -*- y s = o» (ch. XIII, ex. 2). 

«9. Trouver la courbe telle que le produit des distances de sa tangente à deux points 
fixes F et F' est une constante b*, 
R. Posant FF'=2c, o« = =t6»-*-c«, on trouve 

ellipse ou hyperbole ayant pour foyers F et F', 
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18. Le rayon de courbure R est une fonction f(x) de Tabscisse; trouver la courbe. 

C C±9(a?) f dx 

R. y = Cl dr l =:dx, f{x) désignant \ -=7-. 

J|/l_[Cdby(x)]« JU»') 

iB. On a entre le rayon de courbure R, la normale N et la sous normale S», la 
relation 



Trouver la courbe. 



\yj X \^y xj 



Cl 
R. y .= Ca? -♦* C .a.*, ou y = Ca? h — - . 

ar 

L*équation d'une courbe étant scosy = o, trouver l'équation sous la forme 
ordinaire. 
R. Cette équation résultera de l'élimination de f entre 

a?^C — al.cos^, y = C, -ha(tg|> — ç>). 

tf . Trouver la courbe définie par l'équation R = a8in f. 
R. C'est la cycloïde 

ac = ? (1 — cos 2y), y = j (2?) — sin 2y). 

99. Trouver la développante de la chaînette. 

R. L'équation de cette courbe pouvant être mise sous la forme <r=a tg 6, on trouvera 
pour les équations de la développante 

n f. « I ^H-sine 

a;=Ccosd + asm — al. > 

cosO 

y = C sin 6 — o cos 6. 

Lorsque l'on suppose nulle la constante C, et que l'on élimine 6, on obtient la déve- 
loppante particulière 



y a-4-|/^o* — y* 
x=^ya* — y' — al. • 



— y 



FIN DU PREMIER VOLUME. 



NOTE I. 

SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. 

Considérons deux séries à termes positifs 

(1) «0 -4- M| -*-••• -4- !/«-♦- •••, 

(2) Vo-i-v,-*- — -i-v»-4-".; 

f t, à partir d'une certaine valeur de n, on a constamment 

et si la série (1) est convergente^ la série (2) sera convergente. En effet, on aura visiblement 

et la série (2) aura tous ses termes, à partir du n+l'»", inférieurs aux termes cor- 
respondants de la série convergente 

v„ 
"il 

elle sera donc convergente (20, IH). On démontrerait de même que, si la série (t) est 
divergente^ et si Von a constamment 

> > 

Vu Un 

la série (2) sera aussi divergente, 

TuÉORBMB I. — Soit tt„= f (w) le terme général d'aune série; si^ à partir d'une valeur 
entière a dexyla fonction f (x) est positive et décroit constamment et indéfiniment quand x 
devient infini^ la série sera convergente ou divergente selon que l'intégrale 

(a) \ {{x) dx 



•'a 



aura une valeur finie ou infinie. 



/ 



4 \ 
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Construisons la courbe y=f(a:),-ct menons les ordonncds correspondantes aux 
abscisses a: = a, x=sa-h\y.x=.a-\-2,,..y a?a=sn. Ln somme dos aires des rectangles 
intérieurs qui ont pour btises les portions de Taxe des x comprises entre ces ordon- 
nées, et pour hauteurs respectives les ordonnées f(a-*-l), f(a-h2),..., f(n), savoir 

f(o-+.i) +f(a-i-2)H Hf(w), 

est évidemment plus petite que Paire de la courbe comprise entre les ordonnées f(rt) et 
f («). Or, dans la première hypothèse, cette aire tend vers" ifnc limite finie, exprimée par 
l'intégrale définie (a), quand n croît indéfiniment : donc la somme ci-dessus, qui n*esl 
autre que Wo+i-+- ^o+î -H •••-+- m„, tend vers une limite finie. 

Si, au contraire, l'intégrale (a) est infiaje, on considérera la somme des rectangles 
extcriews y qui ont les mêmes bases, et qui oiit pour hauteurs f(«), f(rt-t- I),-.., f (w — i). 

Celte somme Wa-+-Wn4-|H Hu^-i sera évidemment' plus grande que Paire de la 

courbe comprise entre les ordonnées f(rt) et f(/»), et puiscpie celle ci croît indéfiniment 
avec n, il en sera de même de la somme dcb termes de la série. 

Corollaire. — La séria 

,11 i 

1 -4— ^— "^ ■-"" -4~ • •• -+- •"■" —4— • • • 

2.»* S.** n!^ 

est convergente si la constante fiest ^ i, divergente <t /assI ou si i^ est <1. — En effet, 
on a ici 

J W «=\ ^ = — TZlh^"! ' 
•'a •'.a ' L Jo 

expression qui est finie ou infinie selon que /* — 1 est > ou <0. Si /* = 1, on a 



\>H- 



On ferait voir, par le même raisonnement, que les séries qui ont respectivement pour 
termes généraux 

\ \ . 



y 



n(l.N)/* ni. n(l.l.n)/* 



y 



m « 



sont convergentes si /x> 1, divergentes si /*:= 1 ou /* <1. 
TiiÉORÈUE II. — Si, dans la série à termes positifs 

le rapport d'aw teriti^ au précédent tend vers l*unUéy en restant inférieur à cette limite^ de 
sorte que Von ait, a tendant vers zéro, 

Un 1 -4- a 

la série (1) sera convergente ou divergente suivant que la limite de *<a sera supérieure ou 
inféiieure à funité. 



d'où 
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Posons, z désignant une quantité qui varie avec ti, 

z = — '-^ — , litn z =5 tim -t-t- = /«»» wa (26). 

■■(-0 G) 

Dans la première hypothèse, lim nx est supérieur à Punité ; z sera donc, à partir 
d^une certaine valeur de n, constamment plus grand qu*une constante /a^I. Ou 
aura donc 



w» '"" y» -t- I / y» -h ly (n -+- 



1 



Mais la série qui a pour terme général wf^ est cunvergenle, u étant >!; donc, 
diaprés le théorème énoncé au commencement de cette AW, la série (I) sera aussi 
convergente. 

Dans le second cas, on aura au contraire /tmz^l, z sera donc constamment infé- 
rieur à une quantité /a< I, donc on aura 






et II série qui a pour terme général fO** étant divergente puisque /*<!, ïa série (i) sera 
aussi divergente. 

Théorème U\. — S», dans le cas du théorème précédent^ on a précfsénwnt lim nx=iy 
on posera na=ri-H^3, /5 tendant vers zéro. La série (I) nera convergente ou divergente, 
suiiHint que ^ I. n tendra vers une f imite supérieure ou inférieure h V uni té. 

Posons d^abord, at' et t désignant des quantités qui tendent évidemment vers zéro. 



.=(-0 



f . • i . I.(mh-I) , 



et faisons encore, z étant variable avec n. 



tVH _ \ _ n r l.n T 
i*H ~ I -Ha """n-hl Ll.(n-+-i)J 



Nous tirerons de là 



-=(iH-;)(lH-.)., 



1.(1-4-0 * 



Mais on a d^ailleurs 



na. — i 



«' = T » « 



'•(-O- 



n-*-l l.n 
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d'où 

a' na — i 1. n j3l. w 

On voit facilement que le dénominateur de cette expression tend vers Tunité, 
n croissant indëfîniment, d'où l'on a 



à' 



Ihn — . = lim 2 = Uni ^ l. ». 
s 

Gela posé, si jSl.n tend vers une limite supérieure à l'un'tc, z finira par dépasser 
constamment une certaine quantité /^^ 1; on aura donc 



t/n ^(n-+-1)Ll.(n-+-i)]/* 
et comme la série dont le terme général est 

1 

n(l.n)/* 

est convergente, (x étant ^1} la série (1) sera convergente. On montrerait, par un 
raisonnement semblable, que si Uni ^\.n est •^ S, la série (I) sera divergente. 

Ce théorème laisse indécise lu question de convergence si Um^\.n=z\\ mais on 
démontrerait, par une série de raisonnements analogues aux précédents, que si l'on fait 

^l.n=i-4-y, 

le série (1) sera convergente ou divergente suivant que l'on aura 

/myl.l.n>l ou //myl.l. n<l. 

Prenons pour application du théorème II k série 

^ 11 13 1 135 1 
^23^2-i K 2.46 7^ 

dont le terme général est 

_ l-3-"(2»-l) 1 
'*'"" 2-i...2n 2n-*-r 

On a ici 

Un^\_ (2n-^l)* _ (2n -4- 2) (2n -♦- 3) 

Un "" (2n -H 2) (2n -*- 3) ' "*"""" (2n-*-l)« ' 

6n*-4-î{n n 



(2»+l)' 4+f + l 



n n* 
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Donc 

3 

2 

l:i sjîrîo est convergente. 

On déduit farileiiient ties throrômos U cl III un bcim ihrorènie de Gauss sur l:i 
convergence des séries CO. 



(La :Yo/t' //, concernant Pi'xistence di la dérivée dnns les fonctions continues et la 
contiiinîté de celte dérivée, cxigcruil des développements étendus, dépa.ss;iiil les 
liiniles qui n^uis sont imposées, pour élre trjiitée avec la ligueur convensd»Ie. Aous la 
supprimerons done, nous horuiinl à renvoyer au mémoire de M. Liininrle sur celle 
question (*), tout en pensant cfue sa démunslratifui pourrait être complétée sur certains 
points et simplifiée sin* d'autres ) 

C; Commentai ioncs Socielatis rcgiœ Goltingensis rcccntiures^ t II. — Gauss' Werke^ t. III 
(*) iMémoires de l'Académie royale de titUgiquCj t. XXIV, 18;i?>. 
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